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Kapitel 1

Wahrscheinlichkeitsraume und
Zufallsvariablen

Bisher betrachteten wir im Wesentlichen diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen P auf einer
Menge (2. Das heift, fiir eine Gewichtsfunktion p : Q — [0, 1] mit

D pw) =1

weN
ist

P(4) = Y plw),
w€eA

und insbesondere p(w) = P({w}). Eine Abbildung X von {2 in eine beliebige Menge X’ ist dann
eine Zufallsvariable mit Werten in /X', und sie induziert eine diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung
PX auf X: Fiir B C X setzen wir

P¥(B) := P(X € B)=P({weQ: X(w) € B}) = > p*(a),
r€eB

wobei pX<m) = P<X = .T)) = Zweﬂ:X(w):x p(w)

Obwohl man in diesem Rahmen schon einige interessante Konzepte (Zufallsvariablen, bedingte
Wabhrscheinlichkeiten, Unabhéngigkeit) und GesetzméaBigkeiten (Markov- und Tshebyshev-Un-
gleichung, schwaches Gesetz der grolen Zahlen) behandeln kann, ist er fiir viele Anwendungen

Zu eng.

Beispiel: Die uniforme Verteilung auf einer Zielscheibe. FEin (schlechter) Schiitze zielt auf
eine Zielscheibe. Unter der Bedingung, dass er die Zielscheibe iiberhaupt trifft, sei der getroffene
Punkt uniform verteilt auf der Zielscheibe. Um dies mathematisch formulieren, betrachten wir die

Zielscheibe als Teilmenge 2 von R? und machen fiir A C 2 den Ansatz
P(A) := Flache(A)/Fliache(£).
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Die Frage ist nur, ob und wie man fiir beliebige Teilmengen A von R? ihren Flicheninhalt definie-
ren kann. Geht man davon aus, dass jede einpunktige Menge Flidche Null hat, dann wird deutlich,

dass P kein diskretes Wahrscheinlichkeitsmaf3 sein kann.

Der unendliche Miinzwurf. Angenommen man mdochte ein Modell fiir das beliebig oftmalige
Werfen einer Miinze, die mit Wahrscheinlichkeit 6 € (0,1) “Zahl” und mit Wahrscheinlichkeit
1 — 0 “Kopf” zeigt. Als Grundraum bietet sich

Q= {0, 1}V = {w = ()2, : w; € {0, 1}}
an. Der i-te Miinzwurf wird durch die Abbildung
Dow = Xi(w) == w;

beschrieben. Nun suchen wir nach einem Wahrscheinlichkeitsmall P auf 2, so dass fiir beliebige
1,n € N gilt:

X1, Xo, ..., X, sind stochastisch unabhingig.

Mit anderen Worten, fiir beliebige n € N und y1, 92, ..., yn € {0, 1} soll gelten:

n
PXi=y, Xo=y2,...,. Xp=yn) = HQyi(l — ).
i=1
Wir haben also eine Idee, wie man die Wahrscheinlichkeit von Ereignissen A C ) definieren
sollte, die nur von endlich vielen Miinzwiirfen X; bestimmt werden. Leider sind viele interessante

Ereignisse nicht von von diesem einfachen Typ. Zum Beispiel sei

~ 1 &
0, = EZX,,
=1

ein Schitzwert fiir . Wenn unsere intuitive Vorstellung von Wahrscheinlichkeiten richtig ist, sollte
das Ereignis

AL .= {lim (/9\” = 6?}

n—0o0

Wahrscheinlichkeit Eins haben. Offensichtlich wird A" nicht von endlich vielen Miinzwiirfen

bestimmt, und wir miissen uns mit der Berechnung von P (A(l)) noch etwas gedulden.

Ein anderes Beispiel fiir ein komplizierteres Ereignis betrifft eine “Irrfahrt auf Z”. Sei Wy := 0

und
t

Wy == ) (2X;—1) firteN.
i=1
Diese Folge (W;)72, beschreibt die Positionen eines Teilchens in Z, welches zum Zeitpunkt Null

in O startet und sich zu jedem Zeitpunkt n € N einen Schritt nach links oder rechts weiterbewegt.
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Zur Tlustration zeigt Abbildung 1.1 eine mogliche Realisation von (X;)!" ; und die entsprechende
Folge (W})}, fiir n = 100. Auch das Ereignis

A®? = {sup Wi = oo und inf Wy = —oo}
>0 20

kann man durch abzdhlbar viele Mengenoperationen aus einfachen Ereignissen aufbauen; siehe

Ubungen.

-

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Abbildung 1.1: 100 Miinzwiirfe und die entsprechende Irrfahrt

Im folgenden Abschnitt werden wir sehen, wie man fiir die obigen beiden Beispiele Wahrschein-

lichkeitsverteilungen mit den gewiinschten Eigenschaften konstruieren kann.

1.1 Erste Grundlagen der Mafitheorie
1.1.1 Algebren und Inhalte

Definition 1.1 (Mengen-Algebra). Sei () eine Menge. Eine Mengenfamilie A C P(2) heifit
(Mengen-) Algebra tiber €2, wenn die folgenden drei Eigenschaften erfiillt sind:
(A1) Qe A,
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(A.2) mit A € Aistauch A€ € A,
(A3) mit A, B e Aistauch AU B € A.

Anmerkung 1.2 Erfiillt eine Mengenfamilie .4 Eigenschaft (A.2), so ist (A.1) dquivalent zu
(A1) D e A,

und (A.3) ist dquivalent zu

(A3) mit A,B e Aistauch ANB € A.

Aus den Eigenschaften (A.1-3) folgt:
(A.3”) Firn € Nund A, Ag,..., A, € Asindauch |J;" | 4; € Aund (], 4; € A;
(A4) fir A,B € Aistauch B\ A € A.

Definition 1.3 (Inhalt und Wahrscheinlichkeitsinhalt). Sei A eine Algebra iiber einer Menge
(2. Eine Abbildung M : A — [0, oo] heift Inhalt auf A, wenn sie die folgenden zwei Eigenschaf-
ten erfiillt:

@L1) M(0) = 0;

(I.2) sind A, B € A disjunkt, dann ist M (AU B) = M (A) + M(B).

Ist M (€2) = 1, dann spricht man von einem Wahrscheinlichkeitsinhalt auf A.

Anmerkung 1.4 (Weitere Eigenschaften von Inhalten). Fiir einen Inhalt M auf einer Algebra
A kann man (1.2) induktiv verallgemeinern:
(I.2°) Fiir n € N und paarweise disjunkte Mengen Ay, As, ..., A, € Aist

M(O Ai) - iM(AZ-).
=1 i=1

Ferner erfiillt M eine Monotonieeigenschaft:
(I3) M(A) < M(B) fir A,Be€ Amit A C B.

Im Falle von M (2) < oo gilt die Siebformel von Sylvester-Poincaré:
(I.2”) Fiir n € N und beliebige Mengen A;, As,..., A, € Aist

M(ZQIAZ.): S o) 4).

Jc{1,...,n}, J£0 i€J

Anmerkung 1.5 (Erste Bonferroni—-Ungleichung). Fiir einen Inhalt M auf einer Algebra A gilt
stets die folgende Ungleichung: Fiir beliebige Mengen A;, Ag, ..., A, € Aist

M(O 4) < En:M(Ai);
=1 =1

mehr dazu in den Ubungen.
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Schliisselbeispiel 1: Der Volumeninhalt im R?. Ein Rechteck im R ist eine Menge der Form
R = R1XR2X~~-XRd

mit beliebigen Intervallen R; C R. Nun betrachten wir ein festes Rechteck Q € R und definieren
n . .
& = {U R :neN,RY c Qein Rechteck},
i=1

die Menge der Elementarmengen in §2. Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass £ eine Alge-
bra tiber §2 darstellt. Jede Elementarmenge lésst sich als Vereinigung von endlich vielen paarweise
disjunkten Rechtecken darstellen. Eine solche Darstellung ist nicht eindeutig, doch liefert jede

solche Darstellung ein und denselben Wert

Vol(o R@) = zn:Vol(R“))
=1 i=1
mit

d
Vol(Ry x Ry x -+ x Rq) = []Lénge(R)).
j=1

Dabei verwenden wir die Konventionen, dass

oo fallsa > 0,
a-00=00":a = 0 fallsa =0,
—oo fallsa < 0.
Wenn man sich davon iiberzeugt hat, dass dieser Volumeninhalt wohldefiniert ist, ist die Tatsache,
dass Vol(-) ein Inhalt auf £ ist, ziemlich offensichtlich.

Schliisselbeispiel 2: Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf {0, 1}". Eine Menge A C Q :=
{0, 1} der Form

A= {wEQ:(wl,wg,...,wn)GC’} = {(Xl,...,Xn)EC}

mit beliebigem n € Nund C' C {0, 1}" nennen wir Zylindermenge in {0, 1}". Es handelt sich also
um eine Menge, die durch Bedingungen an endlich viele Komponenten von w € {2 charakterisiert

wird. Die obige Darstellung von A ist nicht eindeutig. Vielmehr gilt fiir eine natiirliche Zahl 7 > n,
C c {0,1}" und

A= {(X1,...,Xa) €C}
die Beziehung:
A = A genaudann, wenn C = C x {0,1}"".

Mit dieser Voriiberlegung kann man leicht zeigen, dass die Menge Z aller Zylindermengen auf {2
eine Algebra ist. Jeden Wahrscheinlichkeitsinhalt auf dieser Algebra kann man wie folgt darstel-

len: Wir definieren

(1.1) P({(X1,...,Xn) €C}) :== > puly)

yeC
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mit gewissen Gewichtsfunktionen p,, : {0,1}" — [0,1], n € N, welche die folgenden Eigen-
schaften erfiillen:

(1.2) p1(0)+p(1) = 1,

(1.3) Pn+1(¥,0) + puta(y,1) = pa(y) firallen € N,y € {0,1}".

Die zweitgenannte Eigenschaft ist wichtig, damit unsere Definition (1.1) {iberhaupt Sinn macht,

also nicht von der speziellen Darstellung einer Zylindermenge abhéngt.
Spezialfall 1: Der unendliche Miinzwurf. Fiir § € (0, 1) setzen wir
n
paly) = [[ 0" (1—0)"v.
i=1
Diese Gewichte erfiillen die Eigenschaften (1.2—1.3).

Spezialfall 2: Ein Urnenmodell. In einer Urne befinden sich zunédchst zwei Kugeln, eine mit
‘1’ und eine mit ‘0’ beschriftet. Zum Zeitpunkt n € N zieht man rein zufillig eine Kugel und
notiert die daraufstehende Zahl (~ w,,). Danach legt man diese Kugel zusammen mit einer Kopie
hiervon zuriick. Dieses Gedankenmodell kann man durch folgende Wahrscheinlichkeitsgewichte
prézisieren:

p1(0) = p1(1) := 1/2,

und induktiv setzen wir fiir n € N sowie y € {0, 1}":

n+1->" v
0) := . =1
Pny1(y,0) Pn(y) —— ,
211 Yi
1) = == .
Prt1(y, 1) Pn(y) D

Auch diese Gewichte erfiillen die Eigenschaften (1.2-1.3). In den Ubungen wird dieses Urnenmo-

dell noch genauer untersucht.

Die Eudoxos—Fortsetzung

Schon in der Antike wurden Flichen- und Volumeninhalte fiir andere Mengen als Rechtecke und
Elementarmengen durch einen Approximationsprozess definiert. Die abstrakte Beschreibung ist
wie folgt: Fiir einen Inhalt M auf einer Algebra A iiber €2 und eine beliebige Menge B C (2
definieren wir ihren inneren bzw. duferen Inhalt als

M(B) = sup{M(A): Ac A AC B},

M(B) = inf{M(A): Aec A, AD B}.

Satz 1.6 Sei M () < oo. Mit obigen Funktionen M und M auf P(2) ist
A= {BCQ:M(B)=M(B)}

eine Algebra iiber ), welche A enthilt. Ferner ist M ein Inhalt auf A, und M (A) = M (A) fiir
alle A € A.
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Ubrigens lohnt es sich nicht, diesen Fortsetzungsprozess mit (A, M) an Stelle von (A, M) zu
wiederholen, denn
sup{M(A): Ac A,AC B} =
inf{M(A): A€ A,AD B} =

ok
53

Schliisselbeispiel 1 (Forts.). Wendet man die Eudoxos—Fortsetzung auf die Elementarmengen in
einem beschriinkten Rechteck 2 C R? an, dann ergibt sich eine sinnvolle Definition des Flichen-
inhalts von Dreiecken, Ellipsen und vielen anderen Mengen. Insbesondere ergibt sich aus der Kon-
struktion des Riemann-Integrals, dass fiir eine Riemann-integrierbare Funktion f : [a, b] — [0, c0)
mit [a, b] C Q4 und [0,sup(f)] C Qs gilt:

b
B :={(z,9):a<z<b0<y< f(y)} € €& und Vol(B) = / f(z)dz.

Dass die Eudoxos—Fortsetzung noch nicht alle Probleme 16st, zeigt sich beispielsweise an der
Menge
B = QnQ<

Da diese Menge abzihlbar ist und Vol({w}) = 0 fiir jeden Punkt w € €, wire es naheliegend,
Vol(B) = 0 zu setzen. Aber Vol(B) = 0 und Vol(B) = Vol(Q).

Schliisselbeispiel 2 (Forts.). Auch hier kommen wir mit der Eudoxos—Fortsetzung noch nicht
weit genug. Denn fiir das spezielle Ereignis

A = {lim @L:e} mit gn(w) = izn:wz
i=1

n—oo
und beliebige Zylindermengen A C (2 gilt:

A c AD  impliziert, dass A = 0,
A > AN impliziert, dass A = Q.

Alsoist P(AM) = 0und P(A™)) = 1. Nun kénnte man denken, Zylindermengen seien ganz und

gar ungeeignet, um P(A(l)) zu bestimmen, doch immerhin gilt die Darstellung

AN = {ve>o, AN €N, ¥n > N,

gn—H‘ge}

- {VkeN, AN €N, Vn > N, én—e\gr’f}

- NlU m{@—e}gz—k}

keN | NeN n>N

€z

Das Ereignis A() lisst sich also durch abzihlbar viele Mengenoperationen aus Zylindermengen

aufbauen.
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1.1.2 MabBe und c—-Algebren

Mabe

Ein wesentlicher Schritt ist nun, die endliche Additivitdt von Inhalten (Eigenschaft (I.2)) durch
eine stirkere Eigenschaft, die sogenannte o—Additivitit zu ersetzen:

Definition 1.7 (MaB und WahrscheinlichkeitsmaB}). Sei A eine Algebra iiber einer Menge (2.
Eine Abbildung M : A — [0, oo] heifit MaB auf A, wenn sie die folgenden zwei Eigenschaften
erfiillt:

@L1) M(0) = 0;

(I5.2) sind Ay, Ay, A3, ... paarweise disjunkte Mengen in A mit | J,, A4,, € A, dann ist

M(U An> =3 M(A,).

Im Falle von M (§2) = 1 nennt man M ein Wahrscheinlichkeitsmal3 auf A.

Zwei einfache Beispiele fiir MaBe auf P(£2) sind das ZdhlmaB,
A — #A,
und diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen,

A — Z p(w).

wEA

Anmerkung 1.8 (Bonferroni-Ungleichung fiir MaBe). Ist M ein MaB auf der Algebra A, dann
gilt fiir beliebige Mengen A, Ay, Ao, As, ...aus A die Ungleichung

M(A) < Y M(4A,) falls Ac| A,

Anmerkung 1.9 (c-Superadditivitit von Inhalten). Sei M ein Inhalt auf der Algebra .A. Dann
gilt fiir paarweise disjunkte Mengen A1, A, Az, ... € AmitJ, A, € Astets die Ungleichung

M(Jan) = 3 M4

siehe Ubungen. Es kann aber durchaus passieren, dass diese Ungleichung strikt ist.

Beispiel 1.10 Fiir eine unendliche Menge (2 sei A die Algebra aller Teilmengen von 2 mit #A <
oo oder #A° < oo. Dann definiert

M(A) = { 0 wenn #A < oo,

1 wenn #A° < 00

einen Wahrscheinlichkeitsinhalt auf .A. Bei M handelt es sich um ein WahrscheinlichkeitsmaR

genau dann, wenn () iiberabzihlbar ist; siche Ubungen.
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Anmerkung 1.11 (o-Stetigkeit von MaBen, I). Ist M ein Inhalt auf A, dann ist Eigenschaft
(I5.2) dquivalent zu folgender Stetigkeitseigenschaft: Sind By C Ba C B3 C --- Mengen in A
mit | J,, By, € A, dann ist

() = s )

Dies ergibt sich im Wesentlichen aus den folgenden Konstruktionen:
(i) Fiir Mengen By C By C Bs C --- definieren wir A,, :== By, \ B,—1, wobei By := (). Dann
sind diese Mengen A,, paarweise disjunkt, und

OAZ- = B,, (J4n = JBn
=1 n n

(ii) Fiir paarweise disjunkte Mengen A;, Ag, As, ... definieren wir B, := (J;_; A;. Dann ist
By C By C Bg C --- und wieder ist

UAn = UBn.

Sowohl in (i) als auch in (i1) ist

n

lim M(B,) = lim ;Muu) = ;an).

Anmerkung 1.12 (0-Stetigkeit von MaBen, II). Sei M ein MaB auf A, und seien C; D Cy D
C3 D -+ Mengen aus A mit M (C1) < oo sowie [, Cy, € A. Dann ist

() = e

sieche Ubungen.
Nun beweisen wir, dass die Inhalte fiir unsere beiden Schliisselbeispiele sogar Malle sind:
Satz 1.13 Der Volumeninhalt Vol(-) von Elementarmengen ist ein MaB auf €.

Satz 1.14 Jeder Wahrscheinlichkeitsinhalt auf den Zylindermengen von {0, 1} ist ein MaB auf
Z.

Beweis von Satz 1.13. Nach Anmerkung 1.9 geniigt es, folgende Ungleichung zu beweisen:
Fiir eine beliebige (nichtleere) Elementarmenge A und paarweise disjunkte Elementarmengen
A1, A9, Az, ... mit A = Un A, ist

M(A) < ) M(A,).



16
Einerseits ist
Vol(A) = sup{Vol(K): K € £,K C A, K kompakt}.

Daher geniigt es sogar zu zeigen, dass

(1.4) M(K) < Z M(A,,) fir jede kompakte Elementarmenge K C A.
n

Nun wihlen wir fiir ein beliebiges ¢ > 0 und zu jedem n € N eine offene Elementarmenge A,
mit
A,NK C A, und Vol(4,) < Vol(4,) +2 "

Da K in der Menge | J,, A, enthalten und kompakt ist, existiert ein N € N mit K C Ug:1 A,
Aus Anmerkung 1.5 ergibt sich nun, dass

N
Vol(K) < ) Vol(4,) < Y Vol(4,) +e
n=1 n

Da € > 0 beliebig klein sein kann, ergibt sich die gewiinschte Ungleichung (1.4). O

Beweis von Satz 1.14. Zu zeigen ist, dass P die Stetigkeitseigenschaft in Anmerkung 1.11

erfiillt. Diese ergibt sich aber aus einer rein mengentheoretischen Aussage tiber Zylindermengen:

Sind By C By C Bg C --- Zylindermengen mit B := |J,, B, € Z, dann ist schon B,, = B fiir

einn € N,

Betrachtet man die Mengen D,, := B \ B, dann ergibt sich letztere Aussage aus der folgenden
Behauptung: Sind D1 D D2 D D3 D --- Zylindermengen mit Un D,, = 0, dann ist D,, = { fiir

einn € N,

Letztere Behauptung beweisen wir nun indirekt: Sind D1 D Do D D3 D --- nichtleere Zylin-
dermengen, dann gibt es eine Folge y = (yx)r € {0,1}", die in allen Zylindermengen D,, liegt.

(Insbesondere ist dann ﬂn D,, # ().) Um y induktiv zu konstruieren, schreiben wir
Z(y1, k) = {w: (Wi, wr) = W1, 0) )
fiir beliebige k¥ € Nund y1, ...,y € {0,1}.
Induktionsanfang: Da
D, = D,NZ(0) U D,NZ(1) # O firallen € N,
gibt es sicher ein y; € {0, 1} mit
D,NZ() # 0 firallen € N.

Induktionsschritt: Fiir ein k € N seien yq, ..., yr € {0,1} so gewihlt, dass D, N Z(y1,...,yx) #
() fiir beliebige n € N. Dann gibt es aber auch ein yi11 € {0, 1} mit der Eigenschaft, dass

D,NZ(y1,-- Yk, ykr1) # O fiirallen € N.
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So erhalten wir induktiv eine Folge y = ()72, mit der Eigenschaft, dass
(1.5) DN Z(y1,-..,yk) # 0 fiir beliebige n, k € N.

Bisher haben wir nur ausgenutzt, dass D1 D Dy D D3 D --- und D,, # () fiir alle n € N. Schreibt

man aber
D, = {w S(W, s Whny) € Cn}

mit gewissen natiirlichen Zahlen k(n) und Mengen C,, C {0, 1}k("), dann ergibt sich aus (1.5)
mit k = k(n), dass (Y1, .., Yr(n)) € Cn, also y € D, fiir beliebige n € N. O

o—Algebren

Letztendlich mochten wir auch die bisher eingefiihrten Mengenalgebren zu deutlich groferen

Mengensystemen erweitern.

Definition 1.15 (0—Algebra). Sei () eine Menge. Eine Mengenfamilie A C P(Q) heilt o—
Algebra tiber ), wenn die folgenden drei Eigenschaften erfiillt sind:

(A1) Qe A;

(A.2) mit A € Aistauch A¢ € A,

(A;.3) mit Ay, Ay, A3, ... € Aistauch | J;2 | A, € A

Anmerkung 1.16 Jede o—Algebra ist auch eine Algebra. Umgekehrt sei A eine Algebra iiber 2.
Dann sind Eigenschaft (A,.3) und die beiden folgenden Eigenschaften dquivalent:

(A;.3’) Fiir Mengen By C By C B3 C --- aus Aistauch J,, B, € A;

(A,.3”) FirMengen C1 D Cy D Cg D --- aus Aistauch (), C, € A;

Einfache Beispiele fiir c—Algebren werden wir in den Ubungen kennenlernen.

1.1.3 Die MabBfortsetzung

Wir betrachten nun ein Mafl M auf einer Algebra A, iiber eine Menge €2 und definieren mit dessen
Hilfe eine Abbildung M* : P(2) — [0, co] wie folgt: Fiir S C 2 sei

(1.6) M*(S) = inf{z M(Ay) : Ay, As, As, ... € Agmit S C UAn}.
n n
Diese Definition ist &hnlich zur Definition von M (S) bei der Eudoxos—Fortsetzung. Der wesentli-

che Unterschied ist, dass wir jetzt S mit abzéhlbar unendlich vielen Mengen aus .4, iiberdecken.
Dies fiihrt im Allgemeinen zu einer Zahl M*(S) < M(S).
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Satz 1.17 (Carathéodory, I). Sei M* die in (1.6) definierte Funktion auf P(S2). Diese erfiillt die
folgenden drei Eigenschaften:

(M*.1) M*(0) =0;

(M*.2) M*(S) < M*(S') falls S € S" C Q;

(M*.3) M*(U S.) <X, M*(S,) fiir beliebige Mengen S, Sy, Ss, ... C Q.

n

Ferner ist
M*.4) M* = M auf A,, und
(M*.5) M*(S)=M(SNA,)+ M*(S\ A,) fiir beliebige S C Q und A, € A,.

Anmerkung 1.18 (AuBere MaBe). Eine belicbige Abbildung M* : P(Q) — [0, 0o] mit den
Eigenschaften (M*.1-3) nennt man ein duBeres Maf auf P(£2). Die spezielle Konstruktion (1.6)

ist nur eine von vielen Moglichkeiten, ein dufleres Maf} zu definieren.

Schriankt man den Definitionsbereich des duB3eren Malles M* geeignet ein, ergibt sich tatsdchlich

ein Maf}. Dahinter steht ein allgemeiner Satz:

Satz 1.19 (Carathéodory, IT). Sei M* : P(§2) — [0, co] eine Abbildung mit den Eigenschaften
(M*.1-3). Dann ist die Mengenfamilie

AM*) = {ACQ: M*(S) = M*(SN A) + M*(S \ A) fiir beliebige S C Q}

eine o—Algebra iiber 2, und M* ist ein MaB auf A(M™*).

Die Definition von A(M™*) in Satz 1.19 kann man wie folgt verstehen: Zerlegt man mit Hilfe von
A C ) eine beliebige Menge S C (2 in die beiden Teile S N A und S\ A, so gilt im Allgemeinen
nur die Ungleichung

M*(S) < M*(SNA)+ M*(S\A).
Die Familie A(M™) besteht also aus allen Mengen A, welche eine beliebige Menge S “glatt in

zwei Teile zerlegen” in dem Sinne, dass obige Ungleichung eine Gleichung ist.

Aus den Sitzen (1.19) und (1.17) ergibt sich nun die gewiinschte Maffortsetzung fiir unsere beiden
Schliisselbeispiele:

Korollar 1.20 Das MaB Vol(-) auf den Elementarmengen im R? Iisst sich zu einem Maf auf
einer c—Algebra A O & iiber R? fortsetzen.

Korollar 1.21 Jeder Wahrscheinlichkeitsinhalt P auf den Zylindermengen in {0, 1} Iisst sich

zu einem Wahrscheinlichkeitsmal auf einer c—Algebra A O Z forsetzen.

Das in Korollar 1.20 auftretende Mall nennt man das d—dimensionale Lebesguemal3 oder das

Lebesguemal auf R?.
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Beweis von Satz 1.17. Die Eigenschaften (M*.1-2) ergeben sich direkt aus der Definition (1.6).
Um (M*.3) nachzuweisen, konnen wir uns auf den Fall, dass M*(S,) < oo fir alle n € N,

einschrinken. Fiir ein beliebiges ¢ > Ound n € N seien A,, 1, Ay, 2, Ay 3,... € A, mit

Sn C | JAng und D M(Ang) < M(S,) +2 "
k k

Doch dann ist

USe © (J4ns und M*<U5n> < S M4y < Y MA(S,) te

n,k n n,k
Da e > 0 beliebig klein ist, folgt hieraus (M*.3).

In der Definition (1.6) von M*(.S) kann man ohne Einschrinkung verlangen, dass die Mengen
A, € A, paarweise disjunkt sind. Wenn aulerdem S € A,, darf man ohne Einschrinkung ver-
langen, dass alle A,, C S. Doch dannist S = |J,, A, und M (S) = > M(A,), da M ein Mal
auf A, ist. Dies beweist (M*.4).

Zu zeigen bleibt Aussage (M*.5). Wegen (M*.1) und (M*.3) ist nur zu zeigen, dass M*(S) >
M*(S N A,) + M*(S\ A,) fiir beliebige Mengen S C  und 4, € A,. Doch fiir beliebige
Mengen Ay, Az, As, ... € A, mit S C |J,, Ay ist auch

SNA, C A, NA, d S\A4, C A\ Ay),
LnJ( ; ) un \ LnJ( \ Ao)
€Ao €A,

so dass

STM(Ay) = Y M(A N A) + Y M(An\ Ap) > M* (SN Ag) + M*(S\ Ay).

Da die linke Seite beliebig nahe an M/ *(,S) kommt, ergibt sich hieraus (M*.5). O

Beweis von Satz 1.19. Wir beweisen zunichst, dass A(M™*) eine o—Algebra ist. Aus Eigen-
schaft (M*.1) und der Definition von A(M™*) folgt direkt, dass (), 2 € A(M™*), und dass mit
A € A(M*) auch die Komplementirmenge A¢ zu A(M™*) gehort. Zu zeigen bleibt, dass fiir be-
liebige Mengen A1, As, Az, ... € A(M*) auch die Vereinigungsmenge A := | J,, A, zu A(M™*)
gehort. Zu diesem Zweck betrachten wir die paarweise disjunktion Mengen B; := A; und
Bn = A\ UM A = NI AS N A, fiicn > 2. Also ist UY_, A, = UY_, B, fiir belie-
bige N € N, und A = |J,, B,,. Fiir beliebige Mengen S C ) ist

M*(S) > M*(SNA)+ M (SNA])
> M*(SNA)+ M (SNA{NAy)+ M*(SN AN AS)
= M*(SNBy)+ M*(SN By)+ M*(SNAfNAS).
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Induktiv kann man zeigen, dass fiir beliebige N € N gilt:

N N
M*(S) > ZM*(SmBn)+M*(SmﬂA%>
n=1 n=1
N
> Y M*(SNBy)+ M (S\A),
n=1

denn SN ﬂN AS =S\ U,]yzl A, D S\ A.Fir N — oo erhalten wir dann die Ungleichungen

M*(55)

Y

> M*(SNB,)+ M*(S\ A)

v

M <USﬂBn> FMA(S\A) = M*(SNA)+ M8\ A).

Da ohnehin M*(S) < M*(SNA)+ M*(S\ A), istauch A € A(M*).

Nun zeigen wir noch, dass M* ein MaB auf A(M*) ist. Zu diesem Zweck nehmen wir an, dass die
obigen Mengen A;, Ao, As, ... € JAA(M™) paarweise disjunkt sind, und setzen S := A. Dann
ist B,, = A,,, und aus den vorangehenden Uberlegungen folgt, dass

M*(A ZM*AHB)+M*A\A ZM* n) = M*(A),

also M*(A) =), M*(A,). O

1.1.4 Eindeutigkeit von MaBen

Jetzt haben wir unser anfangliches Ziel im Wesentlichen erreicht. Die Frage ist nur, ob unsere
spezielle Fortsetzung von MaBlen nur eine von vielen mdglichen Fortsetzungen liefert. Damit ver-
wandt ist die Frage, inwiefern ein Mall M auf einer (0—) Algebra bereits durch die Werte auf einer

kleineren Teilfamilie festgelegt wird.

Minimale (o-) Algebren und erzeugende Systeme. Um die vorangehenden Fragen prizise zu
beantworten, benétigen wir noch eine Vorbetrachtung: Bildet man den Durchschnitt von beliebig
vielen (o—) Algebren iiber einer Menge €2, dann ist auch dieser Durschschnitt eine (o—) Algebra.

Betrachten wir also eine beliebige Familie D von Teilmengen von (2, dann ist
o(D) = m{A : A eine o—Algebra iiber {2 mit D C A}

die kleinste o—Algebra iiber {2, welche D enthilt. Man spricht auch von der von D erzeugten
o—Algebra.

Lisst sich eine beliebige o—Algebra A iiber 2 darstellen als o (D) mit einer geeigneten Mengen-

familie D C P(2), so nennt man D ein erzeugendes System von A.
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Die kleinste Algebra, welche D enthilt, kann man explizit darstellen durch

m n
(1.7) {UN Diy:mn €MDy € DU{Q} oder D° € DU{Q}}.

i=1j=1

Fiir o(D) gibt es in der Regel keine analoge Darstellung. Selbst relativ einfache Mengensysteme
D fiihren oft zu derart komplexen Mengenfamilien o (D), dass es schwierig ist, eine Menge zu
beschreiben, die nicht in (D) liegt. Eine Ausnahme ist der Fall eines endlichen Mengensystems

D; siche Ubungen.

Beispiel 1.22 Sei 2 = {1,2,3,4}, und sei D := {{1,2},{2,3}}. Die kleinste Algebra, welche
D enthilt, ist gleich P(€2), und insbesondere ist o(D) = P(£2). Denn

{1} = {123\ {2,3}, {2} = {12} n{2,3},
{31 = {233\ {12}, {4 = Q\({1,23u{2,3}) ...

Beispiel 1.23 Sei (2 eine beliebige Menge, und sei D die Menge aller einpunktigen Mengen {w},
w € (. Die von D erzeugte o—Algebra ist gleich

{A C Q: Aoder A°ist abzihlbar}.

Ist €2 selbst abzihlbar, dann ist o (D) = P().
Nun kommen wir zu dem versprochenen Eindeutigkeitssatz.

Satz 1.24 (Dynkin). Sei D C P(QQ) ein N—stabiles Mengensystem; das heiBit, mit D, E € D ist
auch D N E € D. Sind M und My zwei MaBe auf o (D) mit

Mi(2) = Ma(2) < oo und M, (D)= My(D) fiiralle D € D,

dann ist My = M.
Dass man auf die Durchschnittstabilitit von D nicht verzichten kann, zeigt folgendes Beispiel:

Beispiel 1.25 Seien ) und D wie in Beispiel 1.22. Dann definieren

Mi(A) = #TA und My(A) = #(Aﬂz{l,?)})

zwei verschiedene WahrscheinlichkeitsmaBe auf P (£2), obwohl M (D) = Ms(D) = 1/2 fiir alle
DeD.

Satz 1.24 wird in der Regel mit sogenannten Dynkin—Systemen bewiesen. Wir prisentieren in der
Vorlesung einen eher konstruktiven Beweis aus zwei Hilfssédtzen, von denen der zweite auch an

anderer Stelle von Nutzen ist.
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Hilfssatz 1.26 Sei D C P(f) ein durchschnittstabiles Mengensystem, und seien My, M Inhalte
auf der kleinsten Algebra A,, welche D enthilt. Dann folgt aus

Mi(Q) = Ma(R2) < oo und M;(D) = My(D) fiiralle D € D,
dass M, = My auf A,.
Hilfssatz 1.27 Sei A, eine Algebra iiber 2, und sei M ein MaB auf o (A,) mit M () < co. Dann
existiert zu jedem A € o(A,) und beliebigem ¢ > 0 eine Menge A, € A, mit

M(AAA,) < e

Beweis von Hilfssatz 1.26. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit seien (), Q € D. Dann ergibt
sich aus der N-Stabilitdt von D und (1.7) die konkrete Darstellung

m n
A, = {UDm (M E; - m,n € N; Dy, By eD}.
i=1 j=1

Fiir s = 1,2 und eine Menge wie in dieser Beschreibung von A, ergibt sich aus der Siebformel

von Sylvester-Poincaré, dass

M(@ DN 6 B) = Y o () (oin 6E9)>

0#AKC{1,...,m} ek
_ ST~y (D,C noN Ej>
P£KC{1,...,m} iek,je{l,...,n}

mit D := ;e Di € D. Zu zeigen bleibt also, dass M;(A) = M, (A) fiir beliebige Mengen der

Form

A=Dn()E (neN;D,EeD)
Doch auch hier kann man die Siebformel einsetzen:

M, (D nN E;) = M,(D)— M,
j=1

j=1
— M,(D)— M, UDHEJ>
7=1
= My(D) - (—1)#* M (D)
0Kc{1,...,n}

mit Dy := ;e DN E; € D. 0
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Beweisidee von Hilfssatz 1.27. Sei A, die Familie aller A € A mit der Eigenschaft, dass zu
jedem € > 0 ein A, € A, existiert, so dass M(AAA,) < e. Nun zeigt man, dass A, eine
o—Algebra ist, welche A, enthilt; siehe Ubungen. O

Beweis von Satz 1.24. Aus den Voraussetzungen des Satzes und Hilfssatz 1.26 folgt, dass M;
und M auf der kleinsten Algebra .A,m welche D enthilt, iibereinstimmen. Da D C A, C o(D),
ist (D) = o(.A,). Nun betrachten wir das Ma M := M; + My. Dieses erfiillt die Voraussetzun-
gen von Hilfssatz 1.27, so dass zu jedem A € o(D) und beliebigem € > 0 eine Menge A, € A,
existiert, so dass

M(AAA,) < e

Insbesondere ist

|M1(A) — Ma(A)]

[(M1(A) — Mi(Ao)) — (Ma(A) — My(A,))|

< My (A) = Mi(Ao)| + [M2(A) — Ma(A,)|

< Mi(AAA,) + Ma(AAA,) = M(AAA,) < e
Fiir € | 0 ergibt sich, dass M;(A) = Ma(A). O
Schlussbetrachtungen

Wir méchten nun die vorangehenden Uberlegungen zusammenfassen und noch etwas abrunden.
Um fiir unsere Schliisselbeispiele MaB3e mit den gewiinschten Eigenschaften zu konstruieren, gin-

gen wir wie folgt vor:

Schritt 1: Wir definierten eine Algebra A, iiber {2 und darauf einen Inhalt M.

Schritt 2: Wir zeigten, dass dieser Inhalt sogar ein MaB auf A, ist.

Schritt 3: Dann definierten wir mit Hilfe dieses MaBes M auf A, ein duBeres MaB M* auf P ().

Schritt 4: Aus den zwei Sitzen von Carathéodory folgt nun, dass M* = M auf A,, und dass M*
ein MaB auf einer o—Algebra A(M™) ist, welche A, enthilt.

Schritt 5: Aus dem Satz von Dynkin folgt, dass die so gewonnene Fortsetzung von M zu einem
MaB auf o(A,) eindeutig ist.

Jetzt bleiben noch zwei Fragen:

o Ist A(M™) wesentlich groBer als o(A,)?
e Ist die Algebra A, aus der Eudoxos—Fortsetzung in o(A,) oder A(M*) enthalten?

Beide Fragen konnen wir unter der Voraussetzung

M) < o
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leicht beantworten. (Es wiirde sogar eine schwichere Eigenschaft, die sogenannte “o—Endlichkeit”

von M geniigen, aber dies sollten Ihnen die Analytiker erkliren.)

Satz 1.28 Sei M™ das aus einem MalB3 M auf einer Algebra A, konstruierte duBBere Mal3, wobei
M () < co. Dann ist

AM*) = {AUN : A€ o(A,), N C Qmit M*(N) = 0}.

Ferner ist die aus der Eudoxos—Fortsetzung resultierende Algebra A, in A(M*) enthalten, und
M* = M auf A,.

Beweis von Satz 1.28. Ein wesentlicher Punkt ist eine vereinfachte Darstellung von M*(S):

Nachdem man weiss, dass M* ein MaB auf A(M™*) D o(A,) ist, kann man einfach schreiben
M*(S) = min{M*(B): B € 6(A,),B > S}.

Wihlt man ndmlich fiir k € NMengen Ay, 1, Ay 2, Aks, ... € Aomit S C |J,, Ag,, und M*(S) <
S M(Agp) +27F, dann ist
B = ﬂ(U Ak,n)
k n

offensichtlich eine Menge aus o (A, ), welche S enthilt, und M*(S) = M*(B).

Im Falle von M*(§2) < oo kann man nun zeigen, dass zu jeder Menge A € A(M™*) zwei Mengen
A, A" € o(A,) existieren, so dass

Ac Ac A" und M*(A"\ A) =o0.
Daherist A= A"U(A\ A"),und M*(A\ A") < M*(A"\ A") = 0.

Umgekehrt gehort jede Menge der Form B U N mit B € o(A,) und M*(N) = 0 zu A(M*).
Denn fiir jede Menge S C €2 ist

M*(S) = M*(SNnB)+M*(S\B)
= M*(SNB)+M*(SNN)+ M*(S\ B)
> M*(SN(BUN))+ M(S\ (BUN)).

Den Beweis der Aussagen iiber .4, und M iiberlassen wir dem Leser als Ubungsaufgabe. O

1.1.5 MaB- und Wahrscheinlichkeitsriume, Messbarkeit

Definition 1.29 (Messbarer Raum, MaB- und Wahrscheinlichkeitsraum).

(a) Ein Paar (€2, .A), bestehend aus einer Menge €2 und einer c—Algebra A iiber 2 heiit messbarer
Raum.
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(b) Ein Tripel (2, .4, M), bestehend aus einer Menge (2, einer o—Algebra A iiber ) und einem
MaB M auf A heillt MaBraum.

(c) Ein Tripel (2, A, P), bestehend aus einer Menge 2, einer o—Algebra A iiber € und einem
WabhrscheinlichkeitsmaB P auf A heif3t Wahrscheinlichkeitsraum. Die Elemente von A nennt man

auch Ereignisse.
Nun betrachten wir Abbildungen zwischen messbaren Raumen:

Definition 1.30 (Messbare Abbildung, Zufallsvariable und ihre Verteilung). Seien (Q2,.4)
und (X', B) messbare Rdume und X : {2 — X eine beliebige Abbildung.

(a) Die Abbildung X heilit A-3—-messbar, wenn
X~Y(B) € A fiir beliebige B € B.

Wenn aus dem Kontext klar ist, mit welchen o—Algebren die Mengen €2 und X versehen sind,
spricht man einfach von einer messbaren Abbildung X : (2 — X'. Insbesondere wird eine abzihl-

bare Menge in der Regel mit der c—Algebra aller ihrer Teilmengen versehen.

(b) Sei (22,.A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine .A-B-messbare Abbildung X : Q@ — X
nennt man eine Zufallsvariable auf (2, A, P) mit Werten in (X', B). Wenn aus dem Kontext klar
ist, mit welcher o—Algebra die Menge X’ versehen ist, spricht man einfach von einer Zufallsvaria-
ble X mit Werten in X . Eine solche Zufallsvariable X induziert ein neues Wahrscheinlichkeitsmal3
PX auf B, nimlich

PX(B) := P(X"YB)) fiir B e B.

Man nennt PX die Verteilung der Zufallsvariable X .

Das Kriterium fiir Messbarkeit einer Abbildung sieht auf den ersten Blick unhandlich aus. Aber

mit Hilfe der folgenden Uberlegung wird dies oft vereinfacht:

Anmerkung 1.31 (Zum Nachweis der Messbarkeit). Fiir eine belieige Abbildung X : @ — X
ist
{Ccx: X1 (C)e A}

eine o—Algebra iiber X. Wenn nun B = (&) fiir eine Mengenfamilie £ C P(X), und wenn
X~YE) € Afiir alle E € &, dann gilt dies fiir beliebige Mengen aus 3, und X ist eine A-B—
messbare Abbildung.

Beispiel 1.32 (Vom unendlichen Miinzwurf zur uniformen Verteilung auf [0, 1]). Wir gehen

aus von unserem Schliisselbeispiel 2 mit Q = {0, 1} und einem WahrscheinlichkeitsmaB P auf



26

o(Z). Nun definieren wir die Abbildung
o0
U:Q—10,1, U(w) := 22_”wn.
n=1

Definiert man B als die kleinste o—Algebra iiber [0, 1], welche alle Intervalle in [0, 1] enthilt, dann
ist U tatséchlich o(Z)-B-messbar. Denn man kann sich schnell davon iiberzeugen, dass

B = o({[O,r] 1T € [0,1)}).

Schreibt man nun » € [0,1) als r = Y7 | 27" p,, mit Ziffern p,, € {0, 1}, von denen unendlich
viele gleich Null sind, dann ist U=1([0,7]) = {w € Q: U(w) < r} gleich

U{weQ:wi:piﬁirallei<n, wn < pp} U{w:wy = py, fiiralle n € N}.
neN

Nun betrachten wir den Spezialfall, dass P aus den Gewichten
pn(y) = 27" fiir beliebige n € Nund y € {0,1}"
entsteht, also das unendlich ofte Werfen einer perfekten Miinze. Mit X;(w) := w; ist dann

PU([O,r]) = Z P(Xi =p;firallei < n, X,, < pn) + P(Xn = py, firallen € N)
neN

= 22_"pn + 0

neN
=
Somit erhalten wir eine Zufallsvariable U mit Werten in ([0, 1], B), die auf [0, 1] uniform verteilt
ist, das heift,
PY(J) = Liange(J) fiir beliebige Intervalle .J C [0, 1].

Man kann dieses Beispiel auch in der umgekehrten Richtung betrachten. Wir betrachten den Wahr-
scheinlichkeitsraum ((0, 1], B, P) mit der kleinsten c—Algebra B iiber (0, 1], welche alle Intervalle
(r,s] C (0, 1] enthlt, und P((r, s]) := s — r. Fiir u € (0, 1] gibt es eine dyadische Darstellung

oo
u = Z 27F X (u)
k=1

mit gewissen Ziffern Xj(u) € {0,1}. Diese Darstellung ist eindeutig, wenn wir zusitzlich ver-
langen, dass X}, (u) = 1 fiir unendlich viele £ € N. Die resultierende Abbildung X = (X})2, :
(0,1] — {0,1}N ist B—o(Z)-messbar und liefert einen unendlichen Miinzwurf mit perfekter
Miinze. Denn fiir jedes n € N und beliebige y1,y2, - . ., yn € {0,1} ist

n
{ue(0,1]: Xp(u) =y firk=1,2,...,n} = (r,r+27"] mitr:= Z2‘kyk,
k=1

und dieses Ereignis hat Wahrscheinlichkeit 27".
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1.2 R’-wertige Zufallsvariablen und ihre Verteilungsfunktionen
1.2.1 Die Borelmengen im R¢

Unser erstes Schliisselbeispiel fiihrt zu einem MaB auf der kleinsten o—Algebra iiber R%, welche

beliebige Rechtecke enthélt. Diese o—Algebra kann man noch auf andere Weisen charakterisieren:

Satz 1.33 Fiir eine o—Algebra B iiber R? sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(B.1) B enthilt alle Mengen der Form
(=00, 7] := (—00,71] X (—00,79] X -+ x (—00,rq] mitr = (r;)%; € R

(B.2) B enthilt beliebige Rechtecke im RY;
(B.3) B enthiilt alle offenen Mengen im RY;
(B.4) B enthiilt alle abgeschlossenen Mengen im R,

Definition 1.34 (Borelmengen im R?). Die Borel-o—Algebra iiber R? ist die kleinste c—Algebra
iiber R, welche die obigen Eigenschaften (B.1-4) erfiillt. Wir bezeichnen sie mit Borel (R%); ihre

Elemente nennt man Borelmengen im R,

Beweis von Satz 1.33. Dass (B.1) auch Eigenschaft (B.2) impliziert, wird in den Ubungen ge-

zeigt.

Angenommen B erfiillt Eigenschaft (B.2). Fiir eine beliebige offene Menge U C R und y € U
existiert ein & > 0,sodass (y —9,y+6) := (y1 —0,y1+9) X - - X (ya— 9, y4+ ) in U enthalten
ist. Nun wihlen wir einen Vektor § € (y — 6/3,y + 6/3) N Q* sowie ein & € (5/3,25/3) N Q.
Dann ist

ye (—067+0) C (y—08,y+6) C U

Diese Uberlegung zeigt, dass U identisch ist mit der Vereinigung aller Rechtecke (g — 5,7+ ~)
derart, dass ¥ € Q%, 0 < 6 € Q und (y — 5,y + S) C U. Insbesondere ist U eine Vereinigung
von abzdhlbar vielen Rechtecken, gehort also zu B. Dies beweist Eigenschaft (B.3).

Dass die Eigenschaften (B.3—4) dquivalent sind, ergibt sich aus der Tatsache, dass Komplemente

von offenen Mengen abgeschlossen und Komplemente von abgeschlossenen Mengen offen sind.

Da die speziellen Rechtecke in (B.1) abgeschlossen sind, ist (B.1) eine Folgerung aus (B.4). O

Konventionen. Die Borelmengen im R? bilden die Standard—o—Algebra iiber RY. Ist irgend-

wann von einem “MaB auf dem R%” die Rede, so meint man eigentlich ein Maf auf Borel(R).
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Ahnliche Konventionen gelten fiir Abbildungen und Zufallsvariablen. Ist z.B. X eine Zufallsva-
riable auf einem gewissen Wahrscheinlichkeitsraum mit Werten in (R¢, Borel(R%)), dann spricht
man vereinfachend von einer “Zufallsvariable X mit Werten in R?” oder einer “R%wertigen Zu-
fallsvariable”.

Manche Autoren reservieren den Begriff ‘“Zufallsvariable” fiir den Fall d = 1 und sprechen an-

sonsten von ‘“Zufallsvektoren”.

Mit Hilfe von Satz 1.33 und Anmerkung 1.31 kann man leicht zeigen, dass eine grofie Klasse von

Abbildungen (Borel-) messbar ist:

Korollar 1.35 (Borel-Messbarkeit, I).
(a) Jede stetige Funktion X : R — RY ist messbar.
(b) Jede monotone Funktion X : R — R ist messbar.

Korollar 1.36 (Borel-Messbarkeit, II). Sei (2, A) ein messbarer Raum, und fiirn € N sei X, :
0 — [—o0,00] eine A-Borel([—00, oo])-messbare Funktion. Dann sind auch lim inf,,_,. X,

und lim sup,,_, . X, messbare Abbildungen.

Den Beweis von Korollar 1.35 stellen wir als Ubungsaufgabe.

Beweis von Korollar 1.36. Ein erzeugendes System fiir Borel([—o0, oo]) sind die “Halbgera-
den” [—oo, 7] mit 7 € R. Mit X := limsup,,_, ., X, ist

X(w)<r gdw. VkeNImeNVn>m, X,(w)<r+1/k.

Das heif3t,

<y = N(U N En<r+1/k}) € A o
cA

keN meNn>m

1.2.2 Verteilungsfunktionen

Definition 1.37 (Verteilungsfunktion).

(a) Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf R<. Dann nennt man
Fp:RY—[0,1], Fp(r):= P((~o0,r))

die Verteilungsfunktion von P.
(b) Sei X eine R%—wertige Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P). Dann
nennt man

Fx :R?—[0,1], Fx(r):=P(X € (—o0,r])

die Verteilungsfunktion von X.
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Aus dem Eindeutigkeitssatz 1.24 von Dynkin und der Charakterisierung (B.1) in Satz 1.33 ergibt
sich die Tatsache, dass ein WahrscheinlichkeitsmaB auf dem R? durch seine Verteilungsfunktion
Fp eindeutig festgelegt ist. Analog wird die Verteilung einer R%—wertigen Zufallsvariable X durch
ihre Verteilungsfunktion F'y eindeutig festgelegt:

Korollar 1.38 Zwei WahrscheinlichkeitsmaBe P und @) auf R? sind genau dann identisch, wenn

ihre Verteilungsfunktionen F'p und Fy iibereinstimmen.

Der folgende Satz nennt wesentliche Eigenschaften von Verteilungsfunktionen im Spezialfall d =
1.

Satz 1.39 (Univariate Verteilungsfunktionen). Eine Funktion F' : R — [0, 1] ist genau dann
die Verteilungsfunktion eines Wahrscheinlichkeitsmales P auf R, wenn sie die folgenden Eigen-
schaften hat:

(F.1) F ist monoton wachsend,

(F2) lim,_,_o F(r) = 0 und lim,_,, F(r) = 1;

(F.3) F ist rechtsseitig stetig, d.h. limg |, F'(s) = F\(r) fiir beliebige r € R.

Ferner gilt dann:

(F.4) F(r—) = limgy, s<p F(s) ist gleich P((—oo, r)) fiir beliebige r € R.

Beweis von Satz 1.39. Sei F' = F'p fiir ein Wahrscheinlichkeitsmall P auf R. Dann ist
F(r) = P((—oo,r]) < P((—00,s]) = F(s) fiirreelle Zahlenr < s,

was die Monotonie (F.1) beweist. Wegen dieser Monotonie ist

AU = B F = i Pl n)
- P(U(—oo,n]) = P[R) = 1,

i F) = FOn = P )
- P(DN(—oo,—n}) = P0) = 0;

sieche Anmerkung 1.11 und Anmerkung 1.12. Dies zeigt (F.2). Auch die rechtsseitige Stetigkeit
(F.3) und Eigenschaft (F.4) ergibt sich aus der Monotonie und den Anmerkungen 1.11 bzw. 1.12:

lslg}F(s) = NalngooF(T—Fl/n) = NBIEZIEOOP((—OO,T—Fl/n})
= P(((=00,r+1/n]) = P((~o0,7]) = F(r),

neN
sTlg,rsn<rF(8) - NSI}LIEOOF(T_l/n) - Naligoop((_oo’r_l/n})

- P(U(—oo,r—l/n}) — P((—00,7)).

neN
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Dass eine Funktion F' : R — [0, 1] mit den Eigenschaften (F.1-3) stets die Verteilungsfunktion
eines WahrscheinlichkeitsmafBies PP auf R ist, kann man auf zwei Arten nachweisen: Einerseits sei
&, die Familie aller Elementarmengen in R, die nur aus links offenen und rechts abgeschlossenen
Intervallen aufgebaut sind. Eine nichtleere solche Menge lésst sich stets schreiben als

A = OJi
i=1

mit m € N und paarweise disjunkten Intervallen J; = (a;, b;] oder J; = (a;,00), wobei —oo <
a; < b; < o0o. Dann definiert

m

P(A) = (F(b) - F(a;))

i=1
mit F'(co) := 1 einen Wahrscheinlichkeitsinhalt auf £,. Mit dhnlichen Argumenten wie im Beweis

von Satz 1.13 kann man zeigen, dass P sogar ein Maf} auf &, ist, und die MafBfortsetzung liefert
dann das gewiinschte MaB P auf Borel(R). Offensichtlich ist F'(r) = P((—o0,7]).

Einen anderen, eleganteren Beweis werden wir gleich mit Hilfe der Quantiltransformation fiihren.
O

1.2.3 Die Quantiltransformation

Der folgende Satz fiihrt die sogenannte Quantilfunktion einer Verteilungsfunktion F' : R — [0, 1]
ein und zeigt, wie man im Prinzip Zufallsvariablen mit beliebiger vorgegebener Verteilungsfunk-

tion F' simulieren kann.

Satz 1.40 Sei F': R — [0, 1] eine Verteilungsfunktion im Sinne von (F.1-3).

(a) Firu € (0,1) ist
F~'(u) == min{r e R: F(r) > u}

wohldefiniert, und man nennt F~* : (0,1) — R die Quantilfunktion von F'. Fiir beliebige r € R
und u € (0, 1) ist
F(r) > u genaudann, wenn r > F~'(u).

(b) Sei U eine Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) mit uniformer Ver-
teilung auf (0, 1); das heilt,
P(U € J) = Lénge(J) fiir beliebige Intervalle J C (0, 1).

Dann ist X := F~1(U) eine reellwertige Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion Fx = F.

Teil (b) liegt vielen Simulationsprogrammen zugrunde. Die meisten Computerprogramme ent-

halten einen Zufallsgenerator, der bei jedem Aufrauf eine (Pseudo-) Zufallszahl U € (0,1) mit
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uniformer Verteilung auf (0, 1) ausspuckt. Ausgehend von einer gegebenen Verteilungsfunktion
F und ihrer Quantilfunktion F~1 ist dann X := F~1(U) eine (Pseudo-) Zufallszahl mit Vertei-
lungsfunktion F'.

Mitunter wird die Einschriinkung auf das offene Einheitsintervall als Definitionsbereich von F~!

noch aufgehoben, indem man definiert:
F70) = inf{reR:F(r)>0} € [~o0,00),
F'(1) = imf{reR:F(r)<1} € (—oo,o0).
Dann ergibt sich die Abbildung F~1 : [0, 1] — [—00, o0].

Beweis von Satz 1.40. Wir zeigen erst, dass F'~!(u) fiir jedes u € (0,1) wohldefiniert ist:
Wegen lim,_,, F'(r) = 1istdie Menge {7 : F'(r) > u} nichtleer, und wegen lim,_, ., F'(r) =0
ist sie nach unten beschrinkt. Aus der Monotonie von F' folgt nun, dass {r : F'(r) > u} von der
Form (z,00) oder [z, 00) mit einem = € R sein muss. Doch die rechtsseitige Stetigkeit von F'

impliziert, dass

F(z) = lim F(r) > u.
X, r>T N~
>u

Demnach ist {r : F(r) > u} gleich [z, 00) und F~1(u) = z.

Die Aquivalenz der Ungleichungen F'(r) > w und r > F~!(u) ergibt sich jetzt direkt aus der
Definition von F~1(u).

Was Teil (b) anbelangt, so sei U auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) definiert. Dann gilt
fiir beliebige r € R:
{weQ: X(w) <rt ={weQ: FlUW)<r} = {weQ:UWw) <F(r)} € A,

und
P(X<r) = P(U<LF(r) = F(r). O

Beispiel 1.41 (Verteilungen mit endlichem Triger). Fiir gegebene Punkte z; < 29 < -+ <
zp, und Wahrscheinlichkeitsgewichte p1,p2, ..., pm > 0, dh. >, p; = 1, definieren wir eine
Treppenfunktion ' : R — [0, 1] wie folgt:

0 auf (—o0, x1),
F = Zg:lpi auf [xj,l‘j+1),1 S] <m,
1 auf [$m,OO)

Dabei handelt es sich um eine Verteilungsfunktion im Sinne von (F.1-3). Die entsprechende Quan-
tilfunktion F~! ist ebenfalls eine Treppenfunktion:
€1 auf (_Oovpl]a

xy  auf (p1,p1 + pal,
-l .= ¢ 3 auf (p1 + po,p1 + p2 + p3),

Ty auf (1 — pp, 1].
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Definiert man X = F~1(U), dann ist P(X = ;) = p; fir 1 <4 < m.

Beispiel 1.42 (Verteilungsfunktionen mit Dichtefunktion). Sei f : R — [0, 00) uneigentlich

Riemann—integrierbar mit
[e.e]
/ flx)dx = 1.
—00

Dann definiert

F(r) = / ; () da

eine stetige Verteilungsfunktion im Sinne von (F.1-3), und die entsprechende Quantilfunktion F~*
ldsst sich schreiben als
F~Y(u) = min{r e R: F(r) = u}.

Falls die Menge J := {z € R : f(z) > 0} ein offenes Intervall ist, ist F' : J — (0, 1) stetig,

streng monoton wachsend und bijektiv mit Umkehrfunktion F~'. Hier einige Spezialfille:

Uniforme Verteilung Unif(a,b). Fir —oco < a < b < oo sei

. Hrelab)}
fla) o= HEE@D}
Hier ist
F(r) = Z:Z firr € [a,b], und F'(u) = a+ (b—a)-u

Exponentialverteilung exp (). Fiir ein x> 0 sei

f(@) = 1z > 0} exp(—a/u)/n.
Dann ist

F(r) = 1—exp(—r/p) firr >0, und F'(u) = —plog(l—u).

Logistische Verteilung. Sei

B exp(z) B 1
@) = (1+exp(x))?2  exp(x) +exp(—z) + 2
Dann ist
F(r) = exp(r) = L und F~l(u) = log

1+ exp(r) exp(—r) +1 1—u

Cauchy—Verteilung. Sei

1
flx) = m

Dann ist
F(r) = -+ —"—=2 und F '(u) = tan(n(u—1/2)).
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Beispiel 1.43 (Eine seltsame stetige Verteilungsfunktion.) Sei (2, .4, P) unser Modell fiir den

unendlichen Miinzwurf mit Parameter § € (0, 1). Dann definiert
o)
Y(w) = Z 372wy,
n=1

eine reellwertige Zufallsvariable Y auf (2, A, P). Genauer gesagt, nimmt Y nur Werte in [0, 1]
an, und die entsprechende Verteilungsfunktion Fy hat die folgenden Eigenschaften:

o  Fy ist stetig,

e Fy(0)=0und Fy(1) =1,

e Fiir beliebige x € R, die nicht in der Cantormenge C' liegen, ist

Der Beweis dieser Tatsachen und die Definition der Cantormenge C' sind Bestandteil der Ubun-
gen. Insbesondere wird bzw. wurde dort gezeigt, dass das Lebesguemall von C' gleich Null ist.
Abbildung 1.2 zeigt Fy fir = 1/2und 6§ = 1/3.

6=0.33333
T

P(Y=r)

09F

08

071

0.6F

0.4F

03[

02f

01F

P(Y =1)

091

08F

0.71

0.6F

041

031

0.2f

0.1

Abbildung 1.2: Verteilungsfunktionen fiir Beispiel 1.43

1.3 Stochastische Unabhéangigkeit

Der Begriff der stochastischen Unabhingigkeit spielt in Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik
eine zentrale Rolle. Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Zwei Ereignisse A, B € A heifien
bekanntlich stochastisch unabhingig, wenn

P(ANB) = P(A)P(B).

Diese Definition werden wir nun verallgemeinern.
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1.3.1 Definitionen der stochastischen Unabhiingigkeit und Beispiele

Definition 1.44 (Stochastische Unabhiingigkeit von Ereignissen). Fiir jedes ¢ in einer Index-
menge ! sei ein Ereignis A; gegeben. Diese Ereignisse A;, ¢ € I, heilen stochastisch unabhingig,

wenn fiir jede endliche Indexmenge J C [ gilt:

P(ﬂ Ai> = [ P4).

icJ icJ

Anmerkung 1.45 (Komplementiirereignisse). Die stochastische Unabhingigkeit von Ereignis-
sen A;, i € I, bleibt erhalten, wenn man beliebig viele der Ereignisse A; jeweils durch ihr Kom-

plement Af ersetzt.

Definition 1.46 (Stochastische Unabhiingigkeit von Zufallsvariablen). Fiir jedes ¢ in einer In-
dexmenge I sei X; eine Zufallsvariable auf (2,.4, P) mit Werten in einem messbaren Raum
(X, B;). Diese Zufallsvariablen X;, i € I, heilen stochastisch unabhéngig, wenn fiir jede endli-
che Indexmenge J C [ und beliebige Mengen B; € B; gilt:

P(X; € Bifirallei € J) = [[P(Xi € By).
ieJ

(Ist I selbst eine endliche Menge, dann geniigt es, den Fall J = I zu betrachten. Denn anderenfalls
konnte man B; := &; fiiri € I\ J wihlen.)

Anmerkung 1.47 Die stochastische Unabhéngigkeit von Ereignissen A;, i € I, ist gleichbedeu-
tend mit der stochastischen Unabhingigkeit der {0, 1}-wertigen Zufallsvariablen w — X;(w) :=
Hwe A;},iel

Mit Hilfe des Eindeutigkeitssatzes 1.24 ergeben sich vereinfachte Kriterien fiir stochastische Un-

abhiingigkeit. Zunéchst die beiden wichtigsten Spezialfille:

Anmerkung 1.48 Reellwertige Zufallsvariablen X, Xo, ..., X, auf (2, A, P) sind stochastisch
unabhingig genau dann, wenn

n
P(X1<r,Xo<79,..., Xy <) = HP(Xi <r;) fiir beliebige r € R".
=1

Anmerkung 1.49 Zufallsvariablen X1, Xo, ..., X, auf (2, A, P) mit Werten in einer abzéhlba-
ren Menge X sind stochastisch unabhingig genau dann, wenn

P(Xi=z1,,Xo=129,...,Xn=12,) = HP(XZ- = ;) fiir beliebige x1, z2,..., 2, € X.
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Beide Anmerkungen 1.48 und 1.49 ergeben sich aus der nachfolgenden Anmerkung:

Anmerkung 1.50 (Kriterium fiir stochastische Unabhéngigkeit). Mit den Bezeichnungen von
Definition 1.46 sei B; = o(&;) fiir jedes @ € I mit einer N—stabilen Mengenfamile & C P(A;).
Dann sind die Zufallsvariablen X;, ¢ € I, stochastisch unabhéngig genau dann, wenn fiir jede
endliche Indexmenge J C I und beliebige Mengen E; € &; gilt:

P(X; € Eifirallei € J) = [[P(X; € Ey).

ieJ
Um dies zu zeigen, betrachten wir ohne Einschrinkung den Fall, dass I = {1,2,...,n} fiir ein
n € N. Mit
My(B1,Bs,...,B,) = P(X1€B1,X2€By,...,X, € By),
n
MQ(BlvB27"'aBN) = HP(Xl EBZ)

i=1
ist zu zeigen, dass My = My auf By x By x --- x B,. Nach Voraussetzung ist My = My auf
&1 x & x -+ x &,. Fixiert man fiir einen Index i, € {1,...,n} alle Mengen B;, i # i,, dann ist
B;, — My(By,...,B,) fir s = 1,2, ein MaB auf B;,. Starten wir also mit beliebigen Mengen
B; € &;, so konnen wir nun mit Hilfe des Eindeutigkeitssatzes 1.24 schrittweise jedes erzeugende

System &; durch B; ersetzen ...

Beispiel 1.51 (Unendlicher Miinzwurf). Sei Q = {0,1}", A = 0¢(2Z) und P das aus den
Gewichten

p(y) =[]0 (1 -0)"" (neNye{0,1}")
=1

konstruierte Wahrscheinlichkeitsmaf auf .4. Dann sind die {0, 1}-wertigen Zufallsvariablen w
X (w) := wj stochastisch unabhingig.

Beispiel 1.52 (Folgen von unabhingigen, reellwertigen Zufallsvariablen). Wie im Schliissel-
beispiel 2 sei 2 = {0,1}N, A = o(Z) und P das aus den speziellen Gewichten

pn(y) = 27" (neN,ye{0,1}")

konstruierte Wahrscheinlichkeitsmaf} auf .A. Fiir beliebig vorgegebene Verteilungsfunktionen F7,
Fy, F3, ...auf R existieren stochastisch unabhingige, reellwertige Zufallsvariablen Y, Y5, Y3,

...auf (2, A, P) mit genau diesen Verteilungsfunktionen.

Ausgangspunkt sind die stochastisch unabhingigen Zufallsvariablen X; : Q@ — {0,1} wie im

vorigen Beispiel. Diese ordnen wir nun als unendliche Matrix an:

X1 Xio Xi3 X4 - X1 Xo Xy Xy
Xo1 Xopo Xoz --- X3 X5 Xg
X31 Xszo2 - = Xe X9 -

X4
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Dies liefert uns stochastisch unabhéngige, auf [0, 1] uniform verteilte Zufallsvariablen
o0
U, = Zz—an,k (n € N),
k=1

und die Zufallsvariablen

haben dann die gewiinschten Eigenschaften.

1.3.2 Das Borel-Cantelli-Lemma und Kolmogorovs 0-1-Gesetz

Ein einfaches Resultat, das recht oft verwendet wird:

Lemma 1.53 (Borel-Cantelli). Fiir Ereignisse Ay, Ao, As, ... in einem Wahrscheinlichkeits-
raum (92, A, P) sei

limsup A4,, := ﬂ ( U An> = {w € Q :w € A, fiir unendlich viele n € N}.
nreo NeN n>N
(a) Im Falle von Y, P(A,,) < oo ist P(limsup,, 4,,) = 0.

(b) Sind die Ereignisse Ay, n € N, stochastisch unabhingig, dann folgt aus ) P(A,) = oo,
dass P(limsup,, 4,) = 1.

Beweis von Lemma 1.53. Schreibt man

limsup 4,, = mC’N mit Cy := U Ay,
" N

n>N
dannist C; D Cy D C3 D - -, so dass P(limsupn An) = limy P(Ch).

Im Falle von ), P(A;) < oo ist

lim P(Cy) < lim )  P(4,) = 0.

N—oo N—oo
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Im Falle von stochastisch unabhingigen Ereignissen A,,, n € N, ist

P(Cy) = 1-P(C%)

= 1-pr( 45)

n>N
M
-, )
n=N+1

M
= 1— i ¢
n=N-+1

M
= 1— lim exp( Z 10g(1—P(An))>

M—o0
n=N+1
M
> 1-— 1 —
> (- 3 )
n=N-+1
= 1’
falls > P(Ay) = oo. 0.

Als erste Anwendung des Borel-Cantelli-Lemmas beweisen wir Bernoullis Gesetz der grofien

Zahlen fiir den unendlichen Miinzwurf.

Korollar 1.54 (Bernoulli). Fiirn € N sei é\n =n"! >, X; mit stochastisch unabhingigen
Zufallsvariablen X1, Xo, X3, ... derart, dass P(X; = 1) = 1— P(X; =0) = 0 firallei € N
und ein festes § € [0, 1]. Fiir beliebige A > 1/2 ist dann

Alogn

P ([0, - 0] > fiir unendlich viele n ) = 0.

n

Mit Wahrscheinlichkeit Eins ist demnach 6, — 6 = O((log(n) /n)Y/ 2). Insbesondere hat das

in Schliisselbeispiel 2 definierte Ereignis A(Y) Wahrscheinlichkeit Eins. Die Aussage von Korol-
lar 1.54 ist gleichbedeutend mit der Aussage, dass

oM~
lim sup 4/ e }Hn — 9| < 1 fastsicher.
n—00 10g n

Dabei ist “fast sicher” ein gingiges Synonym fiir “mit Wahrscheinlichkeit Eins”. Spiter wurde

von A. Kolmogorov bewiesen, dass sogar

n ~
li — |0, — 0] = /O(1 —6) fastsicher,
17rln_>sotc1>p 3Tog logn‘ n— 0| ( ) fast sicher

und dies ist wiederum ein Spezialfall des allgemeineren “Gesetzes vom iterierten Logarithmus”.
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Beweis von Korollar 1.54. Mit ¢,, := (Alog(n)/n)/? geht es um das Ereignis

A := limsup A, mit A, := {lgn—ﬂ Zen}.

n—00

Nun kann man mit Hilfe der Hoeffding— bzw. Chernov—Ungleichung zeigen, dass
P(A,) < 2exp(—2ne2) = 2n725;

siehe Ubungen. Daher ergibt sich die Behauptung aus dem Borel-Cantelli-Lemma 1.53 und der

Konvergenz der Reihe ) n=2A, O

Lemma 1.53 zeigt, dass das Ereignis lim sup,, A,, stets Wahrscheinlichkeit Null oder Eins hat,
wenn die Einzelereignisse A,, n € N, stochastisch unabhingig sind. Diese Feststellung ergibt
sich auch aus zwei allgemeineren Resultaten. Um diese prizise zu formulieren benétigen wir noch

eine Definition:

Definition 1.55 (Von Zufallsvariablen erzeugte c—Algebren). Fiir jedes ¢ in einer Indexmenge
I sei X; eine Zufallsvariable auf (£2,.4, P) mit Werten in einem messbaren Raum (X}, B;). Die
von den Zufallsvariablen X;, i € I, erzeugte o—Algebra, bezeichnet mit o(X; : i € I), ist die
kleinste o—Algebra iiber (2, welche alle Ereignisse X 1 (B;) mit ¢ € [ und B; € B; enthilt.

Satz 1.56 (Kolmogorovs 0-1-Gesetz). Seien X1, X5, Xo, . .. stochastisch unabhingige Zutalls-
variablen auf ({2, A, P). Dann ist

P(B) € {0,1} fiiralle B€ () 0(Xn, Xps1, Xnia,...):
neN

Beispiele fiir Ereignisse in (), cry 0(Xny1, Xnt2, Xn13,...) sind uns bereits begegnet. Im Falle

von X; € R sind beispielsweise
{ X} > 0 fiir unendlich viele k € N}

oder

k—o0 k—o00

k k
1 1
{ lim z ZXi = c} = { lim z ZXi = c} (fiir beliebige n € N)
i=1 =n
von diesem Typ.
Satz 1.56 werden wir aus einem Hilfssatz ableiten, der von eigenem Interesse ist:
Hilfssatz 1.57 Seien X;, i € I, stochastisch unabhingige Zufallsvariablen auf (£, A, P). Fiir
JelseiAy:=o(X;:i€ J). Dann gilt fiir nichtleere disjunkte Mengen J, K C I:

P(AnB) = P(A)P(B) firalleAe A;,B € Ak.
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Beweis von Satz 1.57*. Ein N-stabiles erzeugendes System fiir A ist die Menge £; aller Er-

eignisse der Form

X, (B)
ieJ
mit Mengen B; € B;, wobei aber B; # X fiir htchstens endlich viele ¢ € J.

Nun argumentieren wir dhnlich wie in Anmerkung 1.50: Wir betrachten

Mi(A,B) = P(ANB),
Ms(A, B P(A)P(B)

~—

fir A € Ay und B € Ag. Zu zeigen ist, dass M7 = My auf A; x Ag. Einerseits folgt aus
der Unabhingigkeit aller X;, dass M7 = Ms auf £; x Ex. Andererseits ist A — M (A, B) bei
festem B € Ak ein MaB auf A, und B — M,(A, B) ist bei festem A € Ay ein MaB auf Ag.
Zweimaliges Anwenden des Eindeutigkeitssatzes 1.24 ergibt nun, dass My = Ms auf Ay x Ag.
O

Beweis von Satz 1.56*. Mit B, := 0(X,,, Xnt1, Xnt2,...) und By = [,y Bn zeigen wir,
dass sogar gilt:
P(ANB) = P(A)P(B) firalle A€ B1,B € B.

Insbesondere ist dann P(B) = P(B N B) = P(B)? fiir beliebige B € By, was gleichbedeutend
ist mit P(B) € {0, 1}.
Aus dem Hilfssatz 1.57 folgt, dass

P(ANB) = P(A)P(B) firalle A€ o(Xy,...,Xpn), B € Bny1,n €N.

Insbesondere ist

P(ANB) = P(A)P(B) firalle A€ | o(X1,...,X,), B € Bu.
neN
Doch die linke und rechte Seite dieser Gleichung sind, bei festem B € B, und als Funktionen
von A, MaBe auf B;. AuBerdem ist | J,, . (X1, ..., X,,) ein N-stabiles erzeugendes System von
Bj. Aus Satz 1.24 folgt dann die Behauptung. O
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Integrale und Erwartungswerte

Sowohl der Erwartungswert IE(X) einer reellwertigen Zufallsvariable X auf einem diskreten
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P) als auch das Riemann-Integral f; f(x) dz einer Funktion f :
[a,b] — R sind Beispiele fiir ein Lebesgue-Integral, das wir im néchsten Abschnitt beschreiben.
Da dies eigentlich Gegenstand der Analysis (3) ist, werden wir aus Zeitgriinden auf viele Beweise

verzichten.

2.1 Das Lebesgue-Integral

Sei (€2, A, M) ein MaBiraum. Im Folgenden betrachten wir messbare Funktionen f : Q@ — [0, o0
oder f : Q — R. Das heiBt, f~1(B) € A fiir beliebige Intervalle B C [0, o] bzw. B C R.

Das Integral ‘“‘einfacher Funktionen”

Wir betrachten zunichst die Menge G = G (92, .A) aller Funktionen f : Q — [0, oo] der Form

F=) 14
=1

mit m € N, \; € [0,00] und A; € A. Dabei ist 14 die Indikatorfunktion einer Menge A,
also 14(w) = 1{w € A}. Mit anderen Worten, G besteht aus allen messbaren Funktionen
f: Q — [0,00] mit endlichem Wertebereich f(2). Das nachfolgende Lemma benétigen wir,
um das Integral einer Funktion f € G zu defnieren.

Lemma 2.1 Fiir zwei Funktionen f = 31", 1, \;undg =37, 1y p; folgtaus f < g (punkt-

weise), dass auch
m

Z M(A)Ni < Z M (Bj)p;-
=

i=1

41
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m

Definition 2.2 (Lebesgue-Integral, I). Fiir eine Funktion f = > " 1 4,2 definiert man ihr
(Lebesgue-) Integral beziiglich M als die Zahl

/fdM = iM(Ai))\i € [0, 00].
=1

Anmerkung 2.3 (Linearitiit und Monotonie, I). Aus Lemma 2.1 folgt, dass [ f dM wohlde-
finiert, d.h. von der speziellen Darstellung von f unabhingig ist. Ferner erfiillt dieses Integral

folgende Eigenschaften:

/fdM < /ng fir f,g € G4 mit f < g;

/(Af—&-ug)dM = /\/fdM—i—u/ng fir f,g € Gy und A\, u > 0.

Beweis von Lemma 2.1. Wie in einer Ubungsaufgabe zu c—Algebren mit endlichem erzeugen-
den System kann man paarweise disjunkte und nichtleere Mengen C1, Co, . .., C, € A konstruie-

ren, so dass

4= |J ¢ wd B = ] C
s:CsCA; 5:CsCB;

fir1 <i<mund1 < j < n.(Dabeiistq < 2™ — 1.) Folglich ist

m

q
f = Z 105 Z 1{03 C Al}A“
s=1 =1

q
g = ZlCSZI{CSCBj},uj.
s=1

j=1
Da die Mengen C; paarweise disjunkt und nichtleer sind, ist f < g gleichbedeutend mit

m

> {Cac Aitx <> HCoC B}y fiirs=1,2,...,q.
i=1 j=1

Folglich ist

(]
=
=
=
Il
-
M»Q

N
Il
fa
©
Il
i
»
Il
—

M(C)1{C;s © Ai})Ai

i=1
M(CS) i 1{05 C Bj}uj

j=1

I
M=

@
Il
—

[M]<

@
Il
-

I
1M
=
5
RS
Od
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Das Integral nichtnegativer Funktionen

Definition 2.4 (Lebesgue-Integral, IT). Fiir eine beliebige messbare Funktion f : Q — [0, oo
definiert man ihr (Lebesue-) Integral beziiglich M als die Zahl

/fdM = sup{/ng:g€g+,g<f}.

Anmerkung 2.5 (Monotonie, IT). Fiir f € G ist die zuletzt gegebene Definition von [ f dM
mit der urspriinglichen vertréiglich. Aus der Definition folgt auch direkt die Ungleichung

/fdM < /ng fir f, g : Q — [0, c0] messbar, f < g.

Wenn man die bisher verwendeten Argumente aufmerksam verfolgt, wird deutlich, dass wir bisher
nur ausnutzten, dass (i) A eine Algebra iiber 2 und (ii) M ein Inhalt auf A ist. Der nichste Satz
macht wirklich von den Eigenschaften eines Malles Gebrauch:

Satz 2.6 (Monotone Konvergenz). Seien fi, fa, f3,... : Q@ — [0, oo] messbare Funktionen, so
dass f1 < fo < f3 < ---. Dann gilt tiir den (punktweisen) Grenzwert f := lim, oo fn:

/fdM = lim [ f,dM.
n—oo
Anmerkung 2.7 (Approximation durch einfache Funktionen). Zu jeder messbaren Funktion

f:+ Q — [0,00] gibt es eine Folge von reellwertigen Funktionen f,, € Gy, so dass f,, T f fiir

n — oo. Hier ist eine von vielen moglichen Konstruktionen:

n2"—1 nan
fo= ) HE2TM < f< (k4127 k27 4 1{f > n}on = 27" 1{f > k27"}.
k=1 k=1

Man unterteilt also [0, co] in die 2"n Intervalle [k27", (k+1)27") (1 < k < n2"—1) und [n, 00|,
und die Funktion f wird zu den linken Randpunkten hin abgerundet.

Anmerkung 2.8 (Linearitit, II). Aus Anmerkung 2.7, Anmerkung 2.3 und dem Satz von der

monotonen Konvergenz ergibt sich, dass

/()\f—i—ug)dM = /\/fdM + M/ng fir f,g: © — [0, 00] messbar und A, > 0.

Anmerkung 2.9 (Markov-Ungleichung). Fiir jede messbare Funktion f : © — [0, co0] und
beliebiges € > 0 ist

/fdM > MA{f > e€}e,

denn f > 1{f > €}e. Insbesondere kann man hieraus ableiten, dass

/fdM = 0 genaudann, wenn M{f >0} = 0.



44

Das Integral reellwertiger Funktionen

Fiir eine reelle Zahl s € R seien

sT :=max(s,0) und s~ :=max(—s,0)

ihr Positiv- bzw. Negativteil. Dann ist

st >0, s=s"—s und |s] = sT +5".

Definition 2.10 (Lebesgue-Integral, III). Eine messbare Funktion f : {2 — R heif3t integrierbar
beziiglich M (oder kurz: M—integrierbar), wenn

/|f|dM:/f+dM+/fdM < 0.

Dann definiert man das (Lebesgue-) Integral von f beziiglich M als die reelle Zahl

/fdM = /f+dM - /fdM.

Aus dieser Definition folgt direkt, dass

[ ran] < [if1am

Allgemein sei f = fi — fo mit messbaren Funktionen f1, f2 : © — [0,00),sodass [ f; dM < cc.
Dannist g := f1 — f* = fo — f~ > 0, und f ist M-integrierbar mit [ fdM = [ fidM —
| f2 dM. Mit dieser einfachen Voriiberlegung lassen sich die folgenden Eigenschaften des Inte-

grals sehr leicht beweisen:

Anmerkung 2.11 (Linearitit und Monotonie, III). Seien f und g M—integrierbare Funktionen
auf (). Fiir reelle Zahlen A und p ist dann auch Af + pg eine M—integrierbare Funktion, und es
gilt:

/()\erug)dM = /\/fdM + u/ng.
Ferner ist

/fdM < /ng falls f < g.

Zum Schluss beweisen wir noch ein wichtiges Resultat iiber die Vertauschung von Integration und

Grenzwertbildung:

Satz 2.12 (Majorisierte Konvergenz). Seien f1, fs, f3,... : £ — R messbare Funktionen, so
dass der (punktweise) Grenzwert f := lim,,_,, f,, existiert. Ist | f,,| < g fiir beliebige n € N mit

einer M —integrierbaren Funktion g, dann sind alle f,, und f M -integrierbar mit

n—o0 n—oo

lim /yfn—f|dM =0 und lim [ fodM = /fdM.
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Beweis von Satz 2.12. Nach Voraussetzung ist

hy, = sup |fm — f|

m>n

eine nichtnegative und messbare Funktionen mit 2¢g > h,, | O fiir n — co. Aus dem Satz von der
monotonen Konvergenz folgt also, dass

limsup/|fn—f|dM < limsup/hndM
n— o0

n—oo
= /29 dM — liminf (29 — hy,) dM
n—oo A,—/
129

= /2ng—/2ng:0. O

Zwei zusitzliche Schreibweisen. Fiir eine Funktion f auf 2 und A € A definiert man

/AfdM = /1AfdM,

falls letzteres Integral definiert ist, und spricht von dem Integral von f (beziiglich M) iiber der
Menge A. Insbesondere ist [ f dM = fQ fdM.

Mitunter schreibt man [, f(w) M (dw) anstelle von [, f dM.

Anmerkung 2.13 (Lebesgue-Maf} und Summen). Summen und Reihen lassen sich als spezielle
Lebesgue-Integrale deuten: Sei 2 eine endliche oder abzdhlbar unendliche Menge, und sei M das
ZidhlmaB auf P(Q2); das heiBt, M (A) := #A fir A C Q. Dann ist

[ ranr - >

fiir beliebige Funktionen f : 2 — [0, co] bzw. Funktionen f : Q@ — Rmit ) |f(w)| < oc.

Anmerkung 2.14 (Lebesgue-Mall und Riemann-Integrale). Das Lebesgue-Integral ist eine
Verallgemeinerung des Riemann-Integrals, und letzteres ist ein essentielles Hilfsmittel fiir kon-
krete Berechnungen: Sei Leb das Lebesguemall auf Borel(R), also Leb(B) = Lénge(B) fiir
Intervalle B C R. Ist nun f messbar und Riemann-integrierbar auf [a, b], dann ist

b
/ flz)dz = fdLeb.

[a,b]

Anmerkung 2.15 (Wahrscheinlichkeitsdichten). Sei (€2, A, M) ein MaBraum und f eine nicht-
negative messbare Funktion auf {2, so dass [ f dM = 1. Dann definiert

P(A) = /AfdM
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ein Wahrscheinlichkeitsmall P auf .4, und f nennt man die Dichtefunktion von P beziiglich M.

Fiir eine weitere messbare Funktion g auf €2 ist

/gdP = /gfdM.

Dabei ist das Integral auf der linken Seite genau dann wohldefiniert, wenn dies fiir das Integral auf

der rechten Seite gilt.

Im Falle von 2 = R und M = Leb spricht man auch einfach von einer Dichtefunktion oder

Lebesgue—Dichtefunktion.

2.2 Erwartungswerte

Sei X eine Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (£2, .4, P) mit Werten in [0, o0

oder in R. Der Erwartungswert von X ist das Integral

E(X) = /QXdP

von X beziiglich P, falls letzteres wohldefiniert ist. Mitunter verzichtet man auf Klammern und
schreibt IE X an Stelle von IE(X).

Die Darstellung von IE(X) als Integral iiber dem Grundraum €2 ist vor allem fiir theoretische
Uberlegungen hilfreich. Insbesondere ergibt sich aus den allgemeinen Eigenschaften des Integrals

die Tatsache, dass fiir Zufallsvariablen X, Y und Konstanten A, p gilt:
EMX +uY) = MEX) + pIE®Y)

und
E(X) < EY) fallsX <Y.

Dabei setzen wir voraus, dass entweder X, Y, A, u € [0,00], oder X, Y, A\, p € Rmit IE|X]| < oo
und [E |Y| < oo.

Konkrete Berechnung von Erwartungswerten

Fiir die konkrete Berechnung von Erwartungswerten bedient man sich Summen, Reihen und

Riemann-Integralen. Nachfolgend beschreiben wir die wichtigsten Spezialfille.

Diskret verteilte Zufallsvariablen. Wenn X nur Werte in einer abzéhlbaren Menge R C R

annimmt, dann ist

2.1) E(X) =Y P(X=r)r
r€ER
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Zufallsvariablen mit Dichtefunktion

ist, also P(X € J)

2.2)

Zufallsvariablen mit Werten in N.

(2.3)

Nichtnegative Zufallsvariablen.

(2.4)

f g x) dx fiir Intervalle J C R, dann ist

E(X) = /Ra:f(x)dx

Im Falle von X : Q — Ny ist

- ip(x > k).
k=1

E(X) = /OOOP(X>T)dr =

Im Falle von X : Q — [0, oo] gilt die Formel

T P(X > ) dr
J

47

Wenn X nach einer Lebesgue-Dichtefunktion f verteilt

Im Falle von P(X = oo) > 0 sind beide Seiten gleich oo, und nichts bleibt zu zeigen. Also sei
P(X = 00) = 0. Fir k € N seien

0o
Xk,l = Z 1

0o
ng = Z 1

Dann ist X}, 1 < X < X}, o fast sicher, und zusammen mit dem Satz von der monotonen Konver-

genz (angewandt auf X}, ; und X}, o) ergeben sich die Ungleichungen

V;

\A

E
“u
e
V;
3
o8

3

Fiir £ — oo folgt hieraus, dass

/OOP(er)dr < B(X

>3

/ P(X >r)dr,
1/k

1/k+/ P(X > r)dr.

) < /OOOP(X>7“)dr

Da die rechte Seite offensichtlich nicht grofer als die linke Seite ist, ergibt sich hieraus (2.4).

O
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Eine allgemeine Betrachtung. Formel (2.2) kann man als Spezialfall einer allgemeineren Regel
auffassen: Fiir eine Zufallsvariable X auf (2, A, P) mit Werten in (X, B) und eine messbare
Funktion b : X — [0, 00] oder h : X — R gilt:

(2.5) Eh(X) = /h(X(w))P(dw) = /Xh(x) PX(dzx).

Q
Dabei setzen wir voraus, dass h > 0 oder [ |h(X)|dP < oo. Gleichung (2.5) lisst sich in drei
Schritten nachweisen. Zunéchst sei h € G4 (X, B),alsoh = >_"", 1p,A\; mitm € N, B; € Bund
A; > 0. Dann ist

Eh(X) = iP(X‘l(Bi)))\,;
=1
= iPX(BZ»))\i
i=1

= / h(z) PX (dz).

Der Fall einer beliebigen messbaren Funktion & > 0 ergibt sich durch Approximation von A durch
Funktionen in G (X, B) und den Satz von der monotonen Konvergenz. Der Fall h € R ergibt sich
dann durch Aufspalten von h in Positiv- und Negativteil.

Beispiel 2.16 (Exponentialverteilungen). Sei X exponentialverteilt mit Parameter & > 0, also
P(X € B) = [ f(z) dx mit der Lebesgue-Dichtefunktion

F(x) = Ua > O} exp(—/u)/n.
Nach Formel (2.2) ist
EX) = /Ra:f(w)d:v
— | aexpa/n)uda

= M/O yexp(—y) dy

Mit der Verteilungsfunktion F'(r) := P(X <r) =1 — exp(—r/u) und Formel (2.4) kommt man
zum gleichen Ziel:

E(X) = /OOOP(X>r)dr
— [ exp(-a/mds
0

= u/o exp(—y) dy



Kapitel 2 49

Beispiel 2.17 (Ordnungsstatisiken). Seien Uy, Us, ..., U, stochastisch unabhingige, uniform
auf [0, 1] verteilte Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P). Nun ordnen wir
die Werte U; der GroBe nach und erhalten die Ordnungsstatistiken Uy < U(g) < -+ < U(y,). Uns
interessiert die Verteilung von Uy, fiir eine feste Zahl k € {1,2,...,n}. Als erstes berechnen wir
die Verteilungsfunktion von Ujy,y: Fiir r € [0, 1] ist

F(r) := P(U(k) <r)
P (mindestens k& Werte U; sind in [0, r])

= P (genau ¢ Werte U; sind in [0, 7))
k

> (Z)Mu — )t

{=k

~

3 |l

Diese Verteilungsfunktion F' ist stetig differenzierbar mit Ableitung

f(@) = d%c F(z) = n<Z: ka_l(l _ 2k,

und F(0) = 0, F(1) = 1. Also ist f die Lebesgue-Dichtefunktion der Verteilung von Uyy.
Insbesondere ist fol f(x) dx = 1, und wir erhalten folgende Formel als Nebenprodukt:

a+b

a

1 —1
(2.6) / 2%(1—x)Pdx = (a+b+1)1< ) fiir a, b € Np.
0

Daraus ergeben sich die Formeln

1
E(Umw) = /Oxf(m)da;

n—1 / k n—k
= n z(1 —x dzr
(k—1> 0,1] ( )
n—1 n\

_ -1
k
n+1’

und
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Insbesondere ist

Var(U(k)) = E((U(k)_IEU(k))Q)
= B(U) - (BUx)”
k(k+ 1) K

n+1)(n+2) (n+1)2

B 1 k ( k >< 1
 n+2n+1 n+1/ = 4n+2)

Bei groem n weicht also Uy nur wenig von k/(n + 1) ab.

2.3 Produkte von Funktionen und Zufallsvariablen

Wir wissen, dass das Integral einer (punktweise definierten) Summe von Funktionen identisch ist
mit der Summe der Integrale. Eine naheliegende Frage ist, was man iiber das Integral bzw. den
Erwartungswert von Produkten sagen kann. Zunichst beweisen wir ein sehr wichtiges Resultat fiir

Zufallsvariablen:

Satz 2.18 Seien X undY stochastisch unabhingige Zufallsvariablen mit Werten in [0, cc]. Dann
ist

E(XY) = EX)EY).

Diese Produktformel gilt auch im Falle von X, Y € RmitIE | X| < co und E |Y| < cc.

Beweis von Satz 2.18. Schritt 1: Zunichst seien die Wertebereiche von X und Y endlich, das
heif3t,

m n
X =) X=X\ und YV =Y WY =p}y
i=1 j=1
mit paarweise verschiedenen Zahlen A1, ..., Ay, € [0,00) bzw. u1, ..., iy € [0, 00). Dann ist

E(XY) = E(Z Y X =NY = uj}&-uj)
i=1 j=1
= Y > P(X =X\,Y = p)ipy
i=1 j=1
— ZZP(X =N)P(Y = pj)Nip;

i=1 j=1

- (i P(X = Ai))\z) (zn: PY = uj)uj)
=1

j=1
= E(X)E®Y).
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Schritt 2: Im Falle von X,Y > 0 betrachten wir die Zufallsvariablen

n2m n2m
Xp =27"> X >k2"} und Y, :=2") 1Y >k27"}
k=1 k=1
Auch diese sind stochastisch unabhingig und nehmen nur Werte in {k27" : &k = 0,1,...,n2"}

an. Wegen X,, T X und Y,, T Y fiir n — oo, folgt aus dem Satz von der monotonen Konvergenz
und Schritt 1, dass

E(XY) = lim E(X,Y,) = lim E(X,)E(Y,) = EX)E®Y).

n—oo n—oo

Schritt 3: Im Falle von X, Y € R mit IE|X|,IE Y| < oo kann man schreiben:
XY = X'YT4+ XV - XY - XY™,
und nach Schritt 2 ist E(X*Y*) = IE(X*) IE(Y*) < co. Daher ist

E(XY) = EXHEYH+EX)EY ) -EX)EY ) -EX )EY™")
= (BX") - EX))(EY")-EY"))
= E(X)E(). O

Im Allgemeinen kann man fiir Produkte von Zufallsvaraiblen nur gewisse Ungleichungen garan-
tieren. Solche leiten wir nun im allgemeinem Rahmen her. Dabei definieren wir fiir eine messbare
Funktion f : 2 — R und eine reelle Zahle p € [1, 00) die Zahl

1y = Wlar = ([ 1P ane)™

Im nichsten Abschnitt werden wir sehen, dass |

|l eine Seminorm darstellt, doch jetzt betrachten

wir sie nur als niitzliche KenngroBe dafiir, wie “grof3” eine Funktion f absolut ist.

Satz 2.19 Fiir beliebige n € N und messbare Funktionen f1, fo, ..., f, : €2 — R sowie Konstan-
ten A, Ao, ..., A\, > 0mit) " | \; = 1 gelten folgende Ungleichungen:

/H]fZ]dM < Z)\i/\fi\l/)‘i dM (Minkowski — Ungleichung),
i=1 i=1

/ilefirdM

IN

H | fillpe  mitp; := A\ (Holder — Ungleichung).
i=1

Ein wichtiger Spezialfall istn = 2und A\; = A\p = 1/2:

Korollar 2.20 (Cauchy-Schwarz-Bunjakowski).
(a) Fiir messbare Funktionen f, g : Q@ — R mit || f||2, ||g||2 < oo ist

/ FaldM < (| flallgle.
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(b) Fiir reellwertige Zufallsvariablen X, Y mit IE(X?),IE(Y?) < oo ist

E|XY| < VE(X2)E(Y?).
Hier noch eine andere Folgerung aus der Holder-Ungleichung (siehe Ubungen):

Korollar 2.21 (Lyapunov-Ungleichung). Fiir eine reellwertige Zufallsvariable X und(0 < s < t
ist
(X% < B(X[HY

Beweis von Satz 2.19. Da die Exponentialfunktion konvex ist, gilt punktweise die Ungleichung
n n
[11r = exp(Zlog!fz‘D
i=1 i=1
n
= exp(z )\1 (pi IOg |f2|)>
i=1

ZMGXP(I% log | fil)

=1
n

= D OAIfP
=1

(Die Zwischenschritte mit der Exponentialfunktion sind nur nétig, wenn alle | f;| > 0.) Aufinte-

IA

grieren beider Seiten beziiglich M liefert die Minkowski-Ungleichung.

Fiir den Beweis der Holder-Ungleichung sei zunichst || f;||,, = O fiir ein 4. Dann ist M{f; #
0} = 0, und beide Seiten der Ungleichung sind gleich Null; siche Anmerkung 2.9. Sei nun also
|| fillp; > O fiir alle ¢. Im Falle von || f||, = oo fiir mindestens ein ¢ ist die Ungleichung trivial.
Wir betrachten also nur noch den Fall, dass 0 < || f;||,, < oo fiir alle i. Mit g; := | fi|/|| fillp; ist

/ﬁgidM = 1.
=1

Doch nach der Minkowski-Ungleichung ist

i=1 i=1 =1

nun zu zeigen, dass

2.4 [P-Raume

Im vorigen Abschnitt tauchte bereits die GroBe || f|, = | f]
Q0 — R auf, wobei 1 < p < co. In diesem Abschnitt betrachten wir die Menge

p,M einer messbaren Funktion f :

LP(M) = {f:Q — R messbar mit || f||, < oo}.
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Satz 2.22 Der Raum LP (M) ist ein Vektorraum tiber R, und ||-||,, definiert eine Seminorm hierauf.
Das heilt, fiir beliebige f,g € LP(M) und A € R gilt:

Ifll, = 0,
IAfllp A1l
LF+glly < £l +llgllp-

Ferner ist || f||, = 0 genau dann, wenn M{f # 0} = 0.

Anmerkung 2.23 (LP-Rédume). Um einen richtigen normierten Raum zu erhalten, kann man im

Raum £P(M) die folgende Aquivalenzrelation einfiihren:
f ~ g genaudann, wenn M{f # g} = 0.

Mit den Aquivalenzklassen [f] := { geLP(M): g~ f }, f € LP, erhilt man einen Vektorraum

LP(M) = {[f]: f € L7},

und

1A, = 151

definiert eine Norm auf LP(M).

Speziellist ||[f]|l2 = 1/([f], [f]) mit dem Skalarprodukt

Qﬂﬁﬂ>:<ULMDM1=(/fgmw

Somit erhalten wir einen Euklidischen Raum (L?(M), (-, -), || - ||2)-

Die Klammern von [f] werden oft weggelassen. Spricht man also von Funktionen f € LP(M),

dann wird stillschweigend vereinbart, zwei Funktionen f und g als identisch zu betrachten, wenn

M{f # g} =0.

Beweis von Satz 2.22. Dass || f||, > 0 ist offensichtlich, und die Aquivalenz von || f||, = 0 und
MA{f # 0} ergibt sich aus Anmerkung 2.9. Dass ||Af]|, = |A|||f]l, fir A € Rund f € LP(M),

kann man direkt nachrechnen. Insbesondere ist auch A\f € L£P(M).

Weniger offensichtlich ist die Dreiecksungleichung: Ohne Einschrinkung betrachten wir nur den
Fall, dass || f||, > 0 und ||g||, > 0. Denn beispielsweise folgt aus ||g||, = 0, dass f + g = f fast

iiberall, also || f + gllp = |l Fllp = /1l + l9llp-

Im Falle von || ||, > Ound ||g||, > 0 diirfen wir zusétzlich annehmen, dass s := || f||,+|/gl[, = 1.
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Anderenfalls miisste man einfach f und g durch f/s und g/s ersetzen. Nun ist
[lr+grar < [(s1+1g) am

] ol \?
- dM
J(is o777, * 19077

Pl
< | (W + oty )” o

= L / P dM + (gL / gP dM
= 1l + llglly = L.

Bei der letzten Ungleichung verwendeten wir die Konvexitit der Funktion [0,00) > x +— aP.
Insbesondere ist auch f + g € LP(M). O

Der folgende Satz impliziert, dass der normierte Raum (LP (M), || - ||,,) sogar vollstindig, also ein

Banach-Raum ist.

Satz 2.24 Sei ( f,,)n, eine Cauchy-Folge in (LP(M), || - ||); das heiBt,
Hm || fm = fullp = 0

m,n—00

Dann existiert eine Funktion f € L£P(M ) mit der Eigenschaft, dass

Jim [ fn = fllp, = 0.

Beweis von Satz 2.24. Nach Voraussetzung existieren natiirliche Zahlen Ny < N < N3 < ---
derart, dass
| fn = full, < 27F fiir alle m,n > Ny.

Nun untersuchen wir die Teilfolge ( fn, )r auf Konvergenz. Dazu betrachten wir die Hilfsfunktion

(0.)
= Z ’ka+1 - ka‘
k=1

mit Werten in [0, oo]. Aus dem Satz von der monotonen Konvergenz und der Dreiecksungleichung

fiir || - ||, ergibt sich nun, dass

/gde - i /)Z e —

_ K@MHZ!J‘W—J‘N&'Z
Jim (ZHfNM )’
o (o) =

dM

IN

IN
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Insbesondere ist M{g = oo} = 0. Doch g(w) < oo impliziert, dass die Folge (fn,(w))?,

konvergiert. Wir definieren also

flw) = { 0 falls g(w) = oo,

limy_yo0 fv, (w)  falls g(w) < o00.

Fiir beliebige k¥ € N und w € (2 gilt die Ungleichung

)

o0
=k
und wie beim Nachweis von f gP dM < 1 kann man hieraus ableiten, dass

If = Flly < 20°F.

Dabher ist
1f = falle < I = Fellp + 11fny = fallp < 3-27F

fiir beliebige n > Ny und k£ > 1. O

Zuguterletzt zitieren wir noch einen Satz ohne Beweis.

Satz 2.25 (Scheffé). Seien f und f,, (n € N) Funktionen in £P(M). Dann ist
Jim || fn = fllp = 0
genau dann, wenn die folgenden zwei Bedingungen erfiillt sind:

(i) (fn)n konvergiert M —stochastisch gegen f, das heiBt, fiir beliebige € > 0 ist
lim M{|f, — f| > €} = 0;
n—oo

(iii)
limsup || fulln < || fllp-

n—oo

Der Spezialfall p = 1 wird bzw. wurde in den Ubungen behandelt, wobei die “stochastische Kon-
vergenz” (i) durch punktweise Konvergenz ersetzt wurde. Hier noch ein Korollar, das in manchen

statistischen Anwendungen niitzlich ist:

Korollar 2.26 Seien f und f,, (n € N) Wahrscheinlichkeitsdichten beziiglich M. Dann folgt aus
limy, 00 frn = f, dass auch

n—

lirrolo/|fn—f|dM = 0.
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2.5 Varianzen und Kovarianzen

Im Rahmen der diskreten Wahrscheinlichkeitsraume wurden bereits Varianzen und Kovarianzen
definiert. An diesen Definitionen und den wesentlichen Eigenschaften dieser KenngroBen @ndert

sich nichts:

Definition 2.27 (Kovarianz, Varianz und Standardabweichung). Fiir zwei Zufallsvariablen
X,Y € L%(P) definiert man ihre Kovarianz als die Zahl

Cov(X,Y) == E((X -EX)(Y -EY)) = EXY) - EX)E(®Y).
Die Varianz von X ist definiert als
Var(X) := Cov(X,Y) = E((X - EX)?) = E(X? - E(X)?

und die Standardabweichung von X ist definiert als

Std(X) := /Var(X).

Anmerkung 2.28 Aus den allgemeinen Rechenregeln fiir Erwartungswerte sowie Satz 2.18 und
der Cauchy-Schwarz-Bunjakowski-Ungleichung ergeben sich diverse Aussagen iiber Kovarian-
zen. Fiir beliebige Zufallsvariablen X, Y, Z € £?(P) und konstanten a, b € R gilt:

e Cov(X,Y)=Cov(Y, X),

e Cov(X,Y) =0 falls X und Y stochastisch unabhingig sind,

| Cov(X,Y)| < Std(X)Std(Y),

Cov(a+bX,Y) =bCov(X,Y),

Cov(X +Y,Z) =Cov(X, Z)+ Cov(Y, 2),

Cov(X +Y,Z) =Cov(X,Z)+ Cov(Y, Z).

Insbesondere ist

e Var(a + bX) = b? Var(X) und Std(a + bX) = |b| Std(X),

e Var(X +Y) = Var(X) +2Cov(X,Y) + Var(Y),

e Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) falls X und Y stochastisch unabhingig sind.

Aus Anmerkung 2.28 ergeben sich leicht die folgenden Resultate:

Lemma 2.29 Fiir Zufallsvariablen X1, Xo, ..., X,, € £L?(P) und Konstanten \1, \a, ..., \, € R
istIE(Z?Zl AZ-)Q-) =Y N IE(X;), und

Var(iAiXi) = zn:)\i)\jCOV(Xi,Xj)
i=1 i,j=1

= Z)\?Var(Xi)—l—Z Z Aidj Cov(X;, Xj).
i=1

1<i<j<n
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Korollar 2.30 Fiir stochastisch unabhingige Zufallsvariablen X1, X, ..., X, € EQ(P) mit Er-

wartungswert 11 und Standardabweichung o sei X := n~! >y X;. Dann ist

E(X) = ¢ und Std(X) = %
Korollar 2.30 liefert eine Begriindung fiir die wiederholte Durchfiihrung von Messungen und das

Bilden des arithmetischen Mittelwertes. Bei n—maliger Wiederholung einer Einzelmessung erhoht

sich die Priizision um den Faktor /n.

Aus Varianzen und Standardabweichungen lassen sich Ungleichungen fiir diverse Wahrscheinlich-

keiten ableiten:

Lemma 2.31 (Tshebyshev-Cantelli-Ungleichungen). Fiir eine Zufallsvariable X € £?(P) und
beliebige € > 0 ist

X
P(IX-EX|>¢ < Varg ) (Tshebyshev-Ungleichung) und
€
Var(X) . .
P(E(X-IEX) > — Tsh hev- 1li-Ungleich .
( ( ) > e) Var(X) 1 €2 (Tshebyshev-Cantelli-Ungleichung)

Mit anderen Worten, fiir beliebige Konstanten ¢ > 0 ist

P(IX -EX|>c-Std(X)) < =,

P(+(X —EX) >c-Std(X)) <

Beweis von Lemma 2.31. Die erstgenannte Ungleichung ergibt sich aus der punktweisen Un-
gleichung

(X —IE X)?

H{IX-EX|>e¢} < .

und Bilden des Erwartungswertes beider Seiten.

Fiir den Beweis des zweiten Teils sei Y := +(X — IE X ). Dann ist
Y —t)?
HY >¢} < ((675))2 fiir beliebige ¢ < e,
und aus IE'Y = 0 folgt, dass
PY >¢) <

fiir beliebige ¢ < e.

Nun muss man nur noch die rechte Seite beziiglich ¢ < € minimieren ...
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Ein alternativer Beweis des zweiten Teils: Mit Y = £(X — IE X) ergibt sich aus der Cauchy-

Schwarz-Ungleichung, dass

e = E(e-Y)
< E(e- Y)Y <o)
< VE(e-v2)PY <o
= V(Var(X) + )P(Y <),
und die Behauptung ergibt sich durch elementare Umformungen dieser Ungleichung. O

Anwendung: Der Approximationssatz von Weierstrass

Nachdem wir so viele Resultate aus der Analysis verwendet haben, ist es vielleicht an der Zeit,
den Analytikern etwas zu schenken, ndmlich einen eleganten Beweis der Tatsache, dass jede stetige
Funktion f : [0,1] — R gleichméBig durch ganzrationale Funktionen approximiert werden kann.

Dabei messen wir Abweichungen in der Supremumsnorm

|hlloo = sup |h(x)| firh:[0,1] — R.
z€[0,1]

Der Beweis ist konstruktiv: Fiir eine natiirliche Zahl n sei B,, f das n—te Bernsteinpolynom von f,

Byf(z) = kz;f(fj) <Z):c’f<1 — )k

Offensichtlich ist dies ein Polynom vom Grad hochstens n. Fiir 0 < p < 1 kann man B, f(p)
schreiben als

Y,
Buf(p) = IEf(—p) mitY, ~ Bin(n,p).
n
DalE(Y,/n) = pund Var(Y,/n) = p(1 — p)/n < 1/(4n), sollte B, f(p) = IE f(Y},/n) nahe an
f(p) sein. Der folgende Satz prizsiert diese Aussage.

Satz 2.32 (Weierstrass-Bernstein).

(a) Sei f eine stetige Funktion auf [0, 1]. Dann ist

Jim B f = flloe = 0.

(b) Sei f sogar Lipschitz-stetig mit Konstante L. Das heiBt,

f(@) = f(y)| < Llz — y| fiir alle
x,y € [0,1]. Dann ist
L
B,f — <
I1Buf = flle < 5=
(c) Sei f zweimal differenzierbar auf [0, 1] mit Ableitungen f’ und f”, so dass |f”'| < M fiir eine

Konstante M . Dann ist v
1Buf = fllso < 5.
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Beweis von Satz 2.32. Mit Y, ~ Bin(n,p) und p := Y, /nist B, f(p) = E f(p).

Beweis von Teil (a). Fiir r > 0 sei

A(f,r) = sup [f(y) = f(2)],
y,2€[0,1] : |[y—z|<r
die maximale Fluktuation von f auf Intervallen der Linge hochstens 7. Fiir beliebiges € > 0 ist

dann

|Bnf(p) — f(p)]

B(1G) - 1)

< Bl - 1)

= B({F-pl<e|f®) - f@)) + B2l = ¢} [£B) - f0)])
< A+ E(HF-pl > A(£ )

= A(f9+ALDP(F-pl > )

< A(f,e)+i(f;21).

Dabei verwendeten wir im letzten Schritt die Tshebyshev-Ungleichung zusammen mit der Schran-
ke Var(p) < 1/(4n). Wir wissen also, dass

A(f,1)
1Baf = flle < A0+ 5252,
Setzt man beispielsweise € = €, := n~/3, dann konvergiert die rechte Seite gegen Null fiir

n — oo. Dabei verwenden wir die Tatsache, dass eine auf dem kompakten Intervall [0, 1] stetige
Funktion dort automatisch gleichméBig stetig ist; das heift, lim,_,o A(f,7) = 0.

Beweis von Teil (b). Aus der Voraussetzung an f folgt, dass | f(p) — f(p)| < L|p — p|, weshalb
L
|Buf(p) = f(p)] < E(LIp—pl) < Ly/Var(p) < NG
Beweis von Teil (c). Nach der Taylorformel ist
@) = 1)+ @G- )+ 1 -y
fiir eine (zufillige) Zwischenstelle §A € [0, 1]. Folglich ist
Buf®) =10 = [E(fG) - 10)]
— B(r®E-p) + / 2< ) G- v
- |roEe-n (5 6-2)
——
=0
M
< B (3 - p)?)
= 2 var(p)
2
M
< —. O
-~ 8n
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Wir illustrieren die Bernsteinpolynome B, f fiir drei verschiedene Funktionen f. In allen fol-
genden Abbildungen wird der Graph von f durch eine diinne Linie dargestellt, die Stiitzstellen
(k/n, f(k/n)) fir B, f werden etwas hervorgehoben, und der Graph von B, f ist die kriiftigere

Linie.
Unser erstes Beispiel fiir f ist
(2.7) f(x) = |z —1/2|.

Die Voraussetzung von Theorem 2.32 (b) ist erfiillt mit L. = 1. Abbildung 2.1 zeigt zwei verschie-
dene Bernsteinpolynome.

Das zweite Beispiel fiir f ist

1

@8 J(@) = exp(b —10z) + 1

Nun sind sogar die stirkeren Voraussetzungen von Teil (c) erfiillt. Dies spiegelt sich auch in deut-

lich kleineren Approximationsfehlern von B, f wieder; siche Abbildung 2.2.

Als drittes Beispiel betrachten wir

2.9 f(z) = =z Sin(ji%)

mit f(0) := 0. Diese Funktion ist stetig, erfiillt aber nicht die Glattheitsbedingungen von Teil (b)

oder (c). In der Tat benétigt man deutlich grof3ere Zahlen n um eine gute Approximation zu erhal-
ten; siche Abbildung 2.3.

2.6 Das schwache Gesetz der grofien Zahlen

Wir behandeln nun ein erstes zentrales Resultat der Wahrscheinlichkeitstheorie, und zwar in einer

speziellen und einer sehr allgemeinen Formulierung:

Satz 2.33 (Schwaches Gesetz der grofien Zahlen, I). Seien X1, Xo, X3, ... stochastisch un-
abhingige, identisch verteilte Zufallsvariablen in £ ( P) mit Erwartungswert ;1. Fiir den Mittelwert
X, :=n"t3" " | X, ist dann

lim IE’)_(n—u‘ = 0.

n—oo
Insbesondere ist
lim P(|X0—pu| =€) =0

n—oo

fiir beliebige € > 0.

In vielen statistischen Anwendungen betrachtet man komplexere Situationen, fiir die dieser Satz

zu speziell ist. Daher verallgemeinern wir Satz 2.33 wie folgt:
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0.35 B
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Abbildung 2.1: B,, f fiir f in (2.7) und n = 10, 50

Satz 2.34 (Schwaches Gesetz der groBien Zahlen, II). Fiir n € N seien X,1, Xn2,..., Xnn
stochastisch unabhingige Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€, Ay, P,), so
dass die folgenden beiden Bedingungen ertiillt sind:

n
(2.10) Ci=sup Y IE[Xp| < oo
n=li—y
n
(2.11) nli_)rroloZ;E(l{|Xm’ > e} Xp|) = 0 firallee > 0.
P

Dann ist

= 0.

n—oo

n
lim ]E‘Z(Xm- “EXu)
=1



62

0 1 I 1 1 I 1 1 L 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 08 0.9 1

Abbildung 2.2: B, f fiir f in (2.8) und n = 10, 50

Beweis von Satz 2.33. Fiirn € Nund 1 < i < n definieren wir X,,; := n~'X;. Dann ist

n

Xp—p =Y (Xni — EXp),
i=1

und die Behauptung ergibt sich aus Satz 2.34. Denn

Y EXul = EXi,
=1

n

Y B[ Xul > HXnl) = E(1{X1] > ne} X))
=1

_ /1{X1 > nel|X1|dP = 0 (n — o).

Letztere Tatsache folgt aus dem Satz von der majorisierten Konvergenz, angewandt auf die Funk-
tionen f := 0 und f,, := 1{|X1| > ne}|X1| mit der Majorante g := |X1| € L}(P). O
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06 L L L | | | | | |
4] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Abbildung 2.3: B,, f fiir f in (2.9) und n = 100, 500

Beweis von Satz 2.34. Fiir eine beliebig kleine Konstante ¢ > 0 zerlegen wir X,,; in Y,; + Zp;
mit

Dann ist

n n n
B3 (X~ B Xni)| = B (Ve = BYi) + > (s — B Zu)
i=1 i=1 =1
n n
< ED (Yo —EY)|+ ) (| Zu| + |E Zy))
=1 =1
n n
< B (Ya—EYn)| +2> E|Z|
=1 =1
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Doch nach Voraussetzung (2.11) konvergiert " | IE |Z,;| gegen Null fiir n — oco. AuBerdem
folgt aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und Voraussetzung (2.10), dass

(vr(351))

IN

]E)f:(ym —EY,)

=1

IA
VN N VS
1§ \'M Ik
j<
-
N—
N——
g
~—
[\

/
< (D E(elxu))
i=1

S (GC) 1/2

Also ist .
lim sup IE‘Z(XM ~EX,;)| < (Ce)'/?,
n—oo i=1

und fiir € | 0 ergibt sich die Behauptung. O

2.7 Momenterzeugende Funktionen und Exponentialungleichungen

In der diskreten Wahrscheinlichkeitstheorie wurde die erzeugende Funktion einer Zufallsvariable
X mit Werten in Ny eingefiihrt. Fiir beliebig reellwertige Zufallsvariablen gibt es eine dhnliche
Hilfsfunktion:

Definition 2.35 (Momenterzeugende Funktion). Die momenterzeugende Funktion einer reell-
wertigen Zufallsvariable X ist definiert als die Funktion mx : R — (0, oo] mit

mx(t) = Eexp(tX).

Analog definiert man die momenterzeugende Funktion eines WahrscheinlichkeitsmaBes P auf R
durch

mp(t) = / exp(tz) P(dz).

Die Funktion ¢ — mx (—t) bzw. t — mp(—t) nennt man auch die Laplace—Transformierte von
X bzw. P.

Anmerkung 2.36 (Existenz beliebiger Momente und deren Rekonstruktion aus mx). Wenn

m (£€) < oo fiir ein € > 0, dann ist

- ¢ B(X])

oo > IE(exp(—eX) + exp(eX)) > Eexp(e|X|) = i

J=0
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Insbesondere ist IE(| X |*¥) < oo fiir alle natiirlichen Zahlen k, und fiir |t| < e gilt die Potenzrei-

henentwicklung

Nk
j<
o

1
= 7

Fiir das k—te Moment von X ergibt sich nun die Gleichung

Satz 2.37 (Eigenschaften momenterzeugender Funktionen).

(a) Angenommen, mp(r) < oo und mp(s) < oo fiir reelle Zahlen r < s. Dann ist mp auf [r, s

stetig (insb. reellwertig) und auf (r, s) unendlich oft differenzierbar mit

k
%mp(t) = /exp(m)xk P(dz).

(b) Fiir zwei stochastisch unabhingige Zufallsvariablen X und Y auf (2, A, P) ist
Mxiy = MxMy.

(¢) Sind P und () WahrscheinlichkeitsmaBe auf R, so dass mp = mg < oo auf einem nichtleeren
Intervall (r, s), dann ist P = Q.

Beispiel 2.38 (Gamma-Verteilungen). Sei Gamma(a, o) die Gammaverteilung mit Parametern
a,o > 0. Das heif}t, diese Verteilung wird durch die Dichtefunktion

foo(z) == H{x > O}O'_IF((I)_I(I‘/O')G_I exp(—x/0)

beschrieben, wobei I'(a) := [~ 2% e~ da. Hier ist
[ (1—ot) fallst < 1/o,
MGamma(a,0) (1) = { 00 fallst > 1/o,

denn
Mommmntan ) = 0@ [ explta)(a/r) exp(-a/0) da
— o(a)"! /0 " (w/0) " exp(—(1 — ot)/o) dz
= D(a)™! /0 h Yo tem =ty gy

Dieses Integral divergiert fiir ¢ > 1/0, und im Falle von ¢t < 1/ ergibt sich die behauptete
Gleichung durch die Variablensubstitution z = (1 — ot)y.

Nun ist

2

d (1-0t)"% = a(a+1)o(1 — ot)~ (@2

d
—(1=0t)™ = ac(1—ot)"@*) und p7E]

dt
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firt < 1/0, so dass
E(X) = ao, IE(X?) = ala+1)o? und Var(X) = ac?.

Fiir zwei stochastisch unabhingige Zufallsvariablen X und Y mit Verteilung Gamma(a, o) bzw.
Gamma(b, o) ist die Summe X + Y verteilt nach Gamma(a + b, o). Denn fiir ¢t < 1/0 ist

my,y(t) = mxt)my(t)
= (1—to) %1 —to)™®
= (1—to) (@D

= ™MGamma(a+b,0) (t)

Teil (c) von Satz 2.37 (c) werden wir nur in einem Spezialfall beweisen. Dabei benotigen wir das

folgende Lemma:

Lemma 2.39 Fiir beliebige reelle Zahlen ' < a < b < I/ sowie ganze Zahlen k > 0 gibt es eine
k—mal stetig differenzierbare Funktion f auf R derart, dass

1[0,,})] S f S 1(a/,b/)'

Beweis von Lemma 2.39. Wir betrachten die Hilfsfunktion
h(z) == 1{0 <z <1}(2k+1) e (1—a2)".

Diese ist nichtnegativ, (k — 1)-mal stetig differenzierbar, und [ h(x)dz = 1; siehe (2.6). Nun

@) = /m (a—la’hCz:Z/’) B b’l—bh(;’_—?)) dt.

—00

definieren wir

Nun kann man sich leicht davon iiberzeugen, dass f die gewiinschten Eigenschaften hat. O

Beweis von Satz 2.37. Teil (a) wird bzw. wurde in den Ubungen behandelt. Er folgt im We-
sentlichen aus dem Satz von der majorisierten Konvergenz, denn formales k—faches Ableiten von

mp(-) auf (r, s) ergibt

k
/jtkexp(m) P(dz) = /xk exp(tz) P(dz).

Auf der Suche nach geeigneten Majoranten kann man beispielsweise ausnutzen, dass fiir beliebige
Zahlenr <t < sund k € Ny gilt:

k! k!

}xk exp(tz)| < L exp(rz) + GoOf exp(sz).
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Teil (b) ergibt sich aus Satz 2.18. Denn mit X und Y sind auch exp(¢X ) und exp(tY’) stochastisch

unabhingige, nichtnegative Zufallsvariablen, so dass
myx,y(t) = Eexp(t(X +Y)) = E(exp(tX)exp(tY)) = Eexp(tX)IEexp(tY)

= mx(t)my ().

Teil (c) beweisen wir nur in dem Spezialfall, dass P([0,00)) = Q([0,00)) = 1 und mp = mg auf
(—00,0]. Um zu zeigen, dass P = @, geniigt es zu zeigen, dass P([0, b]) = Q([0, b]) fiir beliebige

reelle Zahlen b > 0. Nach Lemma 2.39 gentigt es sogar zu zeigen, dass

[rar = [ a0

fiir eine beliebige stetige Funktion f : R — R mit lim|,|_,, f(x) = 0. Definieren wir nun f(p) :=
f(—1logp) fiirp € (0,1] und f(0) := 0, dann ist f stetig auf [0, 1], und nach dem Weierstrassschen
Approximationssatz existiert zu beliebigem ¢ > 0 ein Polynom der Form g(p) := > 7_, axp”

derart, dass

sup |g(p) — f(p)| < 4.
pE[U,l]

Mit g(z) := Y, ar exp(—kx) ist also

sup |g(z) — f(z)] < 6.

x>0
25+‘/gdP—/ng’

— 2%+ ‘an agmp(—k) — Zn: arma(—F)|
k=0

k=0

Folglich ist

[rar- [ 1aq

IN

= 29J,
und fiir 0 | O ergibt sich die Behauptung.
Den allgemeinen Fall kann man behandeln, indem man den Definitionsbereich von mp und mg
auf die Teilmenge {z € C:r <Re(z) < s} ausdehnt und gewisse Resultate iiber holomorphe

Funktionen (Komplexe Analysis) und charakteristische Funktionen (s. spiteres Kapitel) ausnutzt.
O

Anwendung: Exponentialungleichungen

Momenterzeugende Funktionen verwendet man hdufig, um verfeinerte Abschitzungen von Wahr-

scheinlichkeiten zu erzielen. Auch hierfiir verwendet man die Markov-Ungleichung:

Lemma 2.40 Sei X eine Zufallsvariable mit Erwartungswert ;1 € R. Dann gilt fiir beliebige
n > 0:

P(+(X —p) 2 n) < inf my_,(+t) exp(=tn) = inf my(£t) exp(—t(+p +1)).
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Beweis von Lemma 2.40. Fiir beliebige ¢ > 0 gilt punktweise die Ungleichung
H{£(X —p) >0} < exp(t(£(X —p) —n))

= exp(£t(X — p)) exp(—tn)

= exp(£tX)exp(—t(£n +n)).

Nun ergibt sich die Behauptung durch Bilden der Erwartungswerte. O

Mit Hilfe dieses Lemmas kann man die schon friilher verwendete Hoeffdingsche Ungleichung

beweisen:

Satz 2.41 (Hoeffding). Seien X, Xo,..., X, stochastisch unabhingige Zufallsvariablen mit
Werten in [0, 1]. Dann gelten fir X = n~* " | X; die Ungleichungen

2

_ _ t
. B _ 7 )
2.12) Eexp(t(X — EX)) < exp<8n> firallet € R
und
(2.13) P(E(X -EX)>n) < exp(—2ny®)  fiirallen > 0.

Beweis von Satz 2.41. Zunichst zeigen wir, dass (2.13) aus (2.12) folgt: Nach Lemma 2.40 und
(2.12) ist

P(X-EX)>n) < inf Eexp(£t(X — E X)) exp(—tn)
t2
< pufew(g; )
t2
- el £ 1)

= exp(—2n1?) (mit t = 4nn).

Nun zum Nachweis von Ungleichung (2.12): Fiir jedes ¢ € R folgt aus der stochastischen Un-
abhingigkeit der Variablen X;, dass

n

IEexp(t(X—IEX)) = Eexp(%Z(Xi—]EXi))

Daher geniigt es, folgende Ungleichung zu beweisen: Fiir eine Zufallsvariable X mit Werten in
[0, 1] und Erwartungswert i ist

Eexp(s(X — ) < exp(s?/8) fiiralle s € R.
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Aus der Konvexitit der Exponentialfunktion ergibt sich, dass auch = — exp(s(x — pu)) konvex ist,

so dass

exp(s(z —p)) < (1 —2)exp(s(0— p)) + zexp(s(l — p))
= (1—xz)exp(—su) +xexp(s(l —p)) firallez € [0,1].

Bildet man nun den Erwartungswert beider Seiten, ergibt sich die Ungleichung

Eexp(s(X —p)) < (1—p)exp(—sp) + pexp(s(l — p)).

Mit
h(s) = log((1 — p)exp(—sp) + pexp(s(l — p))) = —ps+log(l — p+ pe®)
ist
h(0) = 0,
S 1 _ M
h/ — — + L — 1 _ -
(5) K 1—p+ ped K 1—p+ pes
n'(0) = 0,
d 1- 1-— s
h”(s) _ _° H _ ( ) e .
ds1l— p+ pes (1 — p+ ped)
- ()
1=t opes 1— p+ pes
< L
!
Folglich ergibt sich aus der Taylorschen Formel, dass
h 2
h(s) = h(0) + h'(0)s + (52(5)) s* < % O

Mitunter kann man die Ungleichungen in eine etwas griffigere Form bringen. Zur Vorbereitung

beweisen wir zunichst eine wichtige Eigenschaft der momenterzeugenden Funktion:

Lemma 2.42 Die Funktion
t — logmy(t) € (—o0, 0]

ist konvex auf R. Ist mx in einer Nullumgebung endlich, dann gelten die Gleichungen

2

d d
ﬁlong(t) o T E(X) und @logmx(t) o = Var(X).

Nun kann man Lemma 2.40 wie folgt formulieren:

Lemma 2.43 Sei X eine Zufallsvariable mit Erwartungswert ;€ R. Dann gilt fiir beliebige
n > 0:

P(£(X —p) =) < exp(—H(+n)),
wobei

H(r) = sup(rt — long_u(t)) = sup(rt + pt — logmx(t)).
teR teR
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Speziell fiir Mittelwerte von unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvariablen ergibt sich dann

das folgende Resultat:

Lemma 2.44 Seien X, X, ..., X, unabhingige, identisch verteilte Zufallsvariablen mit Erwar-
tungswert ;1 € R. Dann gilt fiir den Stichprobenmittelwert X := n~!>"" | X; und beliebige
n>0:

P(£(X —p) > n) < exp(—nH(+n)),

wobei H (-) wie in Lemma 2.43 definiert ist.

Beispiel 2.45 (Gamma-Verteilungen). Sei X nach Gamma(c, 1) verteilt. Dann ist mx (t) =
(1 —t)~*firallet < 1, so dass
H(r) = sup(rt + at + alog(l —t)) = r —alog(l +r/a).
t<1

Fiir n > 0 ist also

P(X —a>mn) < exp(—(n—alog(l+n/a))),
P(X —a<—n) < exp(—(—n—alog(l—n/a))) < exp(—n/(2a)).

Zum Vergleich: Wegen Var(X) = « liefern die Tshebyshev-Ungleichungen hier die wesentlich

groberen Schranken

a

P(£(X —a) > < —
( ( a) — 7]) - a+ 772

Beweis von Lemma 2.42.  Sei h(t) := logmx (t). Fiir ein ¢ im Inneren des Intervalles {t € R :
h(t) < oo} ist

o) B(X exp(tX))
MO = 0 T BepX)
" _ m'y (t) m/ (t)2 _ IE(X2 eXp(tX)) /
MO = ® myE T Bepx) MO
B((X - K(8)? exp(tX))
B Eexp(tX) -

Dabei ergibt sich die letzte Gleichung durch Ausmultiplizieren von (X — h/(t))? und Einsetzen
der vorangehenden Formel fiir /(). Dies beweist die Konvexitit von 4, und man kann auch leicht
ablesen, dass h'(0) = IE(X) und A”(0) = Var(X).

Es gibt noch eine andere Betrachtungsweise: Sei (g die Verteilung von X, also ein Wahrschein-
lichkeitsmaB auf R. Fiir ¢ € R mit mx () = [exp(tz) Qo(dz) < oo definiert dann fi(z) :=
my (t)~! exp(tz) eine Wahrscheinlichkeitsdichte beziiglich Qy. Bezeichnen wir das entsprechen-
de WahrscheinlichkeitsmaB mit (Q;, dann ist

W) = / s Qi(dr) = B(X,) und W(1) = / (2 — K1) Quldz) = Var(X,),

wobei X; eine nach (), verteilte Zufallsvariable ist. d
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Starke Gesetze der grof3en Zahlen

In diesem Kapitel beschiftigen wir uns mit der Konvergenz von Folgen von Zufallsvariablen.
In friitheren Kapiteln begenete uns bereits die “Konvergenz im g-ten Mittel”, d.h. Konvergenz
beziiglich || - ||4,p, und als Nebenprodukt die “stochastische Konvergenz”. Im Folgenden geht
es uns vor allem um die “fast sichere Konvergenz”. Insbesondere werden wir am Ende dieses
Kapitels das schwache Gesetz der grolen Zahlen (Satz 2.33) fiir Stichprobenmittelwerte durch

das sogenannte starke Gesetz der groflen Zahlen abrunden.

3.1 Stochastische und fast sichere Konvergenz

Definition 3.1 (Stochastische Konvergenz, fast sichere Konvergenz). Seien X, X, Xo, X3, ...

reellwertige Zufallvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P).

(a) Die Folge (X,,)5%, konvergiert stochastisch gegen X (oder: konvergiert in Wahrscheinlichkeit
gegen X)), wenn
lim P(|X,—X|[>¢) =0 firallee > 0.

n—oo

Schreibweise: X, —»p X (n — o0).

(b) Die Folge (X,,)>°, konvergiert fast sicher gegen X, wenn

P(lim Xn:X> - 1.

n—o0

Schreibweise: lim,,_,~, X,, = X fast sicher.

Anmerkung 3.2 Aus der Markov—Ungleichung folgt, dass X,, —p X (n — o0), falls

lim B(]X, - X|?) = 0

n—o0

fiir ein ¢ > 0, denn
P(|Xn— X|>¢) < e 7IE(|X, — X]|).

71
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Lemma 3.3 (Zusammenhéinge zwischen stochastischer und fast sicherer Konvergenz).
(a) Aus lim,_,, X,, = X fast sicher folgt, dass auch X,, —»p X (n — 00).

(b) Angenommen, X, —p X (n — 00). Dann existiert eine Teilfolge (X 1))7, von (Xn )52y,
die fast sicher gegen X konvergiert.

Beweis von Lemma 3.3. Zur Abkiirzung schreiben wir Y,, := X, — X.

Beweis von Teil (a). Nach Voraussetzung ist
1= P(lim v, =0) = P((U N{I¥al<e})):
e0 NeNn>N
Aus Monotoniegriinden gilt also fiir beliebige ¢ > 0:

1= P(U NAml<d)

NeNn>N

= Jm P (<)

n>N
< Tmi
< I%pr(’YN‘ <)

= 1—limsup P(|]Yn| >¢).
N—o00

Beweis von Teil (b). Nach Voraussetzung gibt es Indizes n(1) < n(2) < n(3) < --- derart, dass
P([Yuw! > k1) < 275
Nach dem Borell-Cantelli-Lemma hat das Ereignis
{Yox) > k" fiir unendlich viele k € N}

Wahrscheinlichkeit Null, und fiir jedes w aus dem komplementéren Ereignis konvergiert die Folge
(Yey(w)) 2021 offensichtlich gegen Null. O

3.2 Konvergenz zufilliger Reihen

In diesem Abschnitt beweisen und verwenden wir eine Verfeinerung der Tshebyshev—Unglei-

chung.

Lemma 3.4 (Kolmogorov). SeienY1,Y>,...,Y, stochastisch unabhingige Zutallsvariablen auf
einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P) derart, dass IE(Y;) = 0 und IE(Y;?) < oco. Fiirl < k <
n sei Sy := S | 'Y;. Dann ist
P( max |Sk| > 77) < mfn)
k=1,2,...,n n

fiir beliebige n > 0.
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Beweis von Lemma 3.4. Sei
T := min ({k <n:|Sg| >n}U{c0}).

Deutet man die Indizes von Y; und Sy als Zeitpunkte, dann ist 7" derjenige Zeitpunkt k, zu wel-
chem erstmalig der Absolutbetrag von Sj, groler oder gleich 7 ist. Die Wahrscheinlichkeit, dass
maxy<p |Si| grofer oder gleich 7 ist, kann man nun schreiben als

n n
P(T<n) =Y P(T=k) <) E({T=k}S}) /1,
k=1 k=1
denn T = k impliziert ja, dass S; > n?. Aber Z := 1{T = k}Sj ist eine Funktion von
Yi,..., Y, mit E(Z?) < oo. Folglich ist

E({T =k}S;) = B(HT =k}(S + (Su— S1)?)
> E(H{T =k}S}) + 2E(1{T = k}Sk(Sn — Sk))

E({T = k}S;) +2 Enj E(Z:Y3)
i=k+1

— BT - 1}S}).

denn wegen der stochastischen Unabhingigkeit aller Y; ist IE(Z,Y;) = IE(Z;) IE(Y;) = 0 fiir
k < i < n. Folglich ist P(T < n) nicht groBer als

Y BT =k}S3) /* = E (T <n}Sy) /* < E(S;)/n D
k=1

Lemma 3.4 impliziert, dass gewisse Reihen von Zufallsvariablen mit Wahrscheinlichkeit Eins kon-

vergieren:

Satz 3.5 (Konvergenz zufilliger Reihen). Seien Y1,Y5,Ys, ... stochastisch unabhingige Zu-
fallsvariablen auf (Q, A, P) mit IE(Y;) = 0 und Y 2, IE(Y;?) < co. Dann gibt es eine reellwerti-
ge Zufallsvariable S auf (2, A, P), so dass

n

lim Y, = S fastsicher.
n—r00 4 1
1=

Beweis von Satz 3.5. Sei S = 2?21 Y;. Fiir ein beliebiges w € 2 konvergiert die Folge
Y2 Yi(w) = (Sp(w))s, genau dann, wenn es sich um eine Cauchy-Folge handelt. Das heift,

wenn fiir beliebige € > 0 ein N (w) € N existiert, so dass
|Sk(w) — Sp(w)| < e firalle k, £ > N(w).

Mit dem Ereignis

Ac == |J{ISk — Sel < efiirallek, ¢ > N} = | J{ sup [Sp — S < e}
N=1 N=1 k=N

[ag
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ist also

P(; Z; konvergiert) = P(ﬂ A€> = lim P(A,).

e—0
>0

Dabei verwenden wir die Tatsache, dass A. C A; fiir 0 < € < J. Es geniigt also zu zeigen, dass
P(A,) =1 fiir ein beliebiges ¢ > 0. Man kann schreiben

P(A,) = lim P( sup |Sk—Sg|§e)
N—oo k4>N
=  lim inf P< max \Sk—SASe)
N—oo M>N N<k <M
>  lim inf P( max |Sk—SN|§6/2)
N—oo M>N N<k<M
k
= Jim ot P max | 37 v < e2)
i ity Plem,| 20 i<
i=N+1
M
> . (_ -2 2)
= (1= @27 3 B0
k=N-+1
oo
= 1- —2 2
(/272 fim > E()
k=N-+1
= 1.

Dabei verwendeten wir die Kolmogorov-Ungleichung (Lemma 3.4) und die Konvergenz der Reihe
S B(Y?). g

Beispiel 3.6 (Harmonische Reihe mit zufilligen Vorzeichen). Bekanntlich divergiert die har-
monische Reihe Y7, 1/k. Andererseits konvergiert > oo, (—1)*~1/k gegen log 2. Aus Satz 3.5
folgt, dass auch eine zufillige Reihe Y77 | Zj/k mit stochastisch unabhéngigen Vorzeichen Zj, €
{—1, 1} fast sicher konvergiert, sofern P(Z;, = £1) = 1/2. Denn mit Y}, := Z; /k ist IE(Y;) =0
und Y22, IB(Y2) = Y°p2, 1/k? ist endlich.

Beispiel 3.7 (Lineare Prozesse). Seien ¢;, t € 7Z, stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen mit

E(e) = 0 und IE(e?) = % < oo

Fiir feste reelle Zahlen a,,, n € Ny, betrachten wir nun die Reihe

o
X, = Z €t
n=0
Die Reihe auf der rechten Seite konvergiert fast sicher und im quadratischen Mittel, falls
o0
D a) < 0.
n=0

Die fast sichere Konvergenz ergibt sich aus Satz 3.5, angewandt auf Y,, := a,€;—p, denn [E(Y;,) =

0 und IE(Y;?) = a202. Die Konvergenz im quadratischen Mittel ergibt sich aus der Tatsache, dass



Kapitel 3 75

fir 0 < N < M gilt:

M 9 M o0
H g Un€inl|, , = o’ g a2 < o? g a2 - 0 (N = o0).
n=N+1 ’ n=N+1 n=N+1

eine Cauchy-Folge beziiglich || - [|, p und die Existenz des Grenz-

. N o0
Daher ist (ano anet_n>
wertes ergibt sich aus Satz 2.24. Dieser stimmt mit dem fast sicheren Grenzwert X iiberein, und

E(X}?) = 0®> al.
n=0

Anmerkung: Die Voraussetzungen, dass die ¢; Erwartungswert Null haben und stochastisch un-
abhingig sind, kann man wesentlich abschwichen, wenn die stiirkere Bedingung » > |a,| < oo
erfiillt ist: Fiir ein ¢ > 1 seien €, t € Z, beliebige Zufallsvariablen in £7(P) mit sup | e

lq.p =:
C < oo. Dann konvergiert > ; a,€;—, im g—ten Mittel gegen eine Zufallsvariable X;. Denn

o o
> llaneiall,p < D laalC < oo,
n=0 n=0

N o
so dass <Zn:0 anet,n>

eine Cauchy-Folge beziiglich || - |, p ist.

Spezialfall: Lineare Prozesse werden beispielsweise als Modelle fiir Aktienkursschwankungen
verwendet. Genauer gesagt, sei A; der Tagesendkurs einer bestimmten Aktie am Tag ¢, und sei

X = log(A;/Ai—1), ein sogenannter log-return. Modelliert man X, als

oo
n=0
mit einer Konstante 6 € [0, 1), dann gilt die Gleichung
Xt == 09Xt,1 +€t.

Der heutige log-return ist also proportional zum gestrigen log-return plus zufilliges Rauschen.

Letzteres beschreibt die unvorhersehbaren Einfliisse des heutigen Tages.

3.3 Das Starke Gesetz der Grofien Zahlen

Eine wichtige Anwendung der Kolmogorovschen Ungleichung ist das Starke Gesetz der groflen
Zahlen. Hiervon gibt es verschiedene Varianten, und wir behandeln zunéchst eine fiir statistische

Anwendungen interessante Version:

Satz 3.8 (Gesetz der grofien Zahlen mit expliziter Ungleichung). Seien X1, X2, X3, ... sto-
chastisch unabhiingige Zufallsvariablen in £?(P), jeweils mit Varianz kleiner oder gleich 0% < co.
Dann ist

lim (X, —IEX,) = 0 fastsicher,

n—oo
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wobei X,, :=n"! > iy Xi. Genauer gesagt, gilt fiir beliebige N € N und ¢ > 0 die Ungleichung

402

3.1) P(|X, —EX,| > e fireinn > N) < N

Im Spezialfall identisch verteilter Zufallsvariablen X; mit Erwartungswert . gilt sogar die schérfe-
re Ungleichung

2

(3.2) P(|X,, — p| > e fiireinn > N) < %

Anmerkung 3.9 (Konvergenzgeschwindigkeit). Wenn man den Beweis von Satz 3.8 geeignet
modifiziert und das Borel-Cantelli-Lemma anwendet, kann man auch folgende Aussage beweisen:
Unter den allgemeinen Bedingungen von Satz 3.8 gilt fiir jedes v > 1/2:

log(n)”
\/ﬁ

P(|)_(n _EX,| > fiir unendlich viele n, € N) — 0.

Fiir den Fall identisch verteilter Zufallsvariablen X; kann man die Voraussetzung, dass X; €
L2(P), durch die schwichere Voraussetzung, dass X; € £!(P), ersetzen und erhilt das klassische

starke Gesetz der grof3en Zahlen:

Satz 3.10 (Standardversion des Gesetzes der groBen Zahlen). Seien X1, Xs, X3, ... stochas-

tisch unabhéngige, identisch verteilte Zufallsvariablen mit Erwartungswert . € R. Dann ist

lim X, = p fast sicher.

n—oo

Beweis von Satz 3.8. Man kann sich schnell davon iiberzeugen, dass es geniigt, die Unglei-
chungen (3.1) bzw. (3.2) zu beweisen. Mit Y; := X; — IE X; und S5, := Z:‘L:1 Y; ergibt sich (3.1)

aus der Kolmogorovschen Ungleichung wie folgt:

P(|X, —IEX,|>e¢fireinn > N) = P(|Sy|> nefiireinn > N)

> " P(|Sk| > ke fiirein k € [2°N, 2 N))

<
/=0
o
< P( max |S >N2£6)
B Z k<N2Z+1| bl 2
(=0 -
0 N2€+1O_2
<

2(90)2.2
e:oN(2)€

202 > _¢
~ Ne 22
(=0
402
Ne2’
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Um die prézisere Ungleichung (3.2) zu beweisen, miissen wir den Beweis der Kolmogorovschen

Ungleichung neu aufrollen: Zunichst gilt fiir Y,, := n=15,,:
P(]Y,| > efireinn > N) = lim P(|Y,|> efireinn € [N, M]),
M—o0
und es geniigt zu zeigen, dass die rechte Seite fiir jedes feste M > N kleiner oder gleich 02 /(N €?)
ist. Nun betrachten wir die Sequenz Y. YN+1> ..., Y3 von hinten nach vorne: Mit
Gpn = H{|Yo| > € |Vi| <efirn <k <M}

firn=N,N+1,..., M ist

M
P(|Yy| > efireinn € [N,M]) = > EG,
n=N
1K
< ?ZIE(YnGn)
n=N
1L
S ?ZE( NGn)
n=N
1 M
= 2
- 62IE( NnZJ:an>
1 _
< ?E(YJ%)
0_2
- Ne&

Dabei ergibt sich die zweite Ungleichung, IE(Y,2G,,) < IE(YZG,,), aus der folgenden Uberle-
gung: Fir N < n < M ist

E(Y2G,) = E((Yn+(YN—?n))2Gn)

> (VG + 2B (Y~ V)V )
L, 1 _ 18 _
— E(V2G,) + 2<N Z; B(Y; VaGa) = Z; E(Y; YnGn))
= IE(Y2G,).
Denn Y;,G,, ist eine Funktion von Y}, Yn+1, ..., Y und somit symmetrisch in Y1,Ys, ... Y.

Ferner sind letztere Zufallsvariablen nach Voraussetzung identisch verteilt, so dass

E(Y; Y,G,) = E(Y1Y,G,) firl <i<n. )

Im Beweis von Satz 3.10 verwenden wir ein einfaches Lemma iiber reelle Zahlenfolgen, dessen

Beweis wir als Ubungsaufgabe stellen:

Lemma 3.11 Seienyi, y2,ys, . . . reelle Zahlen derart, dass die Reihe >~ | n~Yy,, (bedingt) kon-

vergiert. Dies impliziert, dass

1 n
2w =0
=
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Beweis von Satz 3.10. Ahnlich wie beim schwachen Gesetz der groBen Zahlen verwenden wir

auch hier “trunkierte Variablen”. Und zwar betrachten wir
Y, = {|Xy| <n}X, und Z, = I{|X,|>n}X,.

Dann ist

und es geniigt zu zeigen, dass die drei Summanden auf der rechten Seite fast sicher gegen Null

konvergieren.

Schritt 1: Aus Satz 3.5 folgt, dass Y~ (Y, — IEY},)/n fast sicher konvergiert. Denn

ZV <Y IEY) _ i\/a;(;/n)

IA

M8
J=|
S

A
&=
<

[l V]
[\]
\:

*

Wl &

~——~

INA
[\&)
&
VR
P
3
&w‘ %
N—

Zusammen mit Lemma 3.11, angewandt auf y,, :== Y,,(w) — IEY,,, ergibt sich dann die fast sichere

Konvergenz von (Y ~EY, ) _, gegen Null.

Schritt 2: Nach Definition von Y, ist

n

BY, = DS BO{X] < X) = B(Xi LY 1> %))

i=1 i=1
und konvergiert fiir n — oo gegen IE(X1) = p. Dies ergibt sich aus dem Satz von der majorisier-
ten Konvergenz. Denn einerseits ist
1~ .
‘Xl - ; 1{i > yxly}‘ < |1Xy| mit Xy < oc.

Andererseits ist lim,, oo > -y 1{¢ > r}/n = 1 fiir jede reelle Zahl r.

Schritt 3: Dass auch (Z,,)5°, fast sicher gegen Null konvergiert, ergibt sich aus der Tatsache, dass

P(Zn # 0 fiir unendlich viele n € N) = 0.
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Diese ist wiederum eine Folgerung aus dem Borel-Cantelli-Lemma (Lemma 1.53), denn

[e.9]

ZP(Zn;«éO) = ZP(\Xl\ >n) < / P(|X1|>r)dr = E|Xi| < oo;
n=1 n=1 0

siehe auch (2.4). O

Beispiel 3.12 (Auf der Suche nach dem idealen Zufallsgenerator: Normale Zahlen). Fiir jede
reelle Zahl x und jede natiirliche Zahl b > 1 gibt es eine Darstellung der Form

oo
xr = xo"_ZbikiUbk
k=1

mit z, € Z und Ziffern z,;, € {0,1,...,b — 1}. (Diese Darstellung ist eindeutig, wenn man
beispielsweise verlangt, dass unendlich viele Ziffern x5, von Null verschieden sein sollen.) Nun
nennt man eine reelle Zahl = normal, wenn fiir jede Basis b € N\ {1} und jede Ziffer ¢ €
{0,1,...,b— 1} gilt:

n

.1 1

Rationale Zahlen sind niemals normal, doch empirische Untersuchungen legen z.B. die Vermu-
tung nahe, dass V2, 7 und e normale Zahlen sind. Aus dem Starken Gesetz der groflen Zahlen
kann man ableiten, dass “fast alle” reellen Zahlen normal sind. Genauer: Die Menge aller nicht-
normalen reellen Zahlen hat Lebesguemall Null. Um dies zu zeigen, betrachten wir eine auf [0, 1]
uniform verteilte Zufallsvariable. Diese Zufallszahl ist fast sicher normal. Denn man kann leicht
nachweisen, dass fiir festes b die Ziffern Xj 1, Xjp 2, Xp 3, ... stochastisch unabhingig und auf
{0,1,...,b— 1} uniform verteilt sind. Nach Satz 3.10 ist also

lim lzn:uxbi ) = BA{X, =) =

n—o0 n ' ’ b
fast sicher. Kombiniert man dieses Ereignis fiir alle abzéhlbar vielen Paare (b, £), so ergibt sich die
fast sichere Normalitdt von X. Durch Betrachten von z + X mit beliebigem festen z € Z ergibt

sich die Aussage iiber alle nichtnormalen reellen Zahlen.
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Kapitel 4

Konvergenz von Verteilungen

In diesem Kapitel beschiftigen wir uns mit der Konvergenz von Wahrscheinlichkeitsverteilungen.
Im ersten Abschnitt geht es um die Approximation von verallgemeinerten Binomialverteilungen
durch Poissonverteilungen. Danach fiihren wir die sogenannte schwache Konvergenz bzw. Kon-
vergenz in Verteilung ein und beweisen in diesem Kontext den zentralen Grenzwertsatz, eines der

wichtigsten Resultate fiir die mathematische Statistik.

4.1 Poisson—Approximationen

Wir erinnern an die Definition der Poisson—Verteilung mit Parameter A > 0: Diese ist definiert als

das diskrete Wahrscheinlichkeitsmalf} Poiss) auf Ny mit Gewichten

Poissy ({k}) = e al

H (k S No).

In der Vorlesung “Kombinatorik und Wahrscheinlichkeit” wurde bereits gezeigt, dass diese Ver-
teilung als Grenzwert der Binomialverteilung Bin,, ;, fiir n — oo und np — A auftritt. Dahinter

steckt eine viel allgemeinere Aussage:

Satz 4.1 (Hodges—LeCam). Seien X1, Xo, X3, ... stochastisch unabhingige Zufallsvariablen

auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, IP) mit
und A := ).~ pi < oo. Dannist S := 3. X; fast sicher endlich mit IE(S) = A, und

sup [IP(S € B) —Poiss)\(B)‘ < pr
BCNp i>1

Anmerkung 4.2 (Anwendungen). Dieser Satz erklirt, warum viele Zufallszahlen ndherungs-

weise poissonverteilt sind. Hier einige Beispiele:
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e Die Anzahl von Anfragen bei einer Servicestelle (z.B. Telephon-Hotline einer Firma) in einem
bestimmten kurzen Zeitfenster ist niherungsweise poissonverteilt. Denn es gibt eine sehr grofle
Anzahl potentieller Anrufer, doch jeder einzelne nimmt nur mit sehr geringer Wahrscheinlichkeit
diesen Service im besagten Zeitintervall in Anspruch.

e Schadensfille, die bei einer Haftpflichtversicherung mit vielen Kunden in einem bestimmten
Zeitraum gemeldet werden. Sofern jeder einzelne Kunde nur mit geringer Wahrscheinlichkeit
einen Schadensfall meldet, ist die Gesamtzahl ndherungsweise poissonverteilt.

e Radioaktiver Zerfall: Anzahl von Zerfillen einer schwach radioaktiven Substanz in einem kur-

zen Zeitintervall.

Anmerkung 4.3 Die anfangs erwihnte Approximation der Binomialverteilung Bin,, , kann man
wie folgt reproduzieren: Bin,, ,, beschreibt die Verteilung von ) .-, X; im Falle von p; = p fiir

1 < nund p; = 0 fiir ¢+ > n. Folglich ist

sup |Bin,, ,(B) — Poiss,,(B)| < np® = X\-p.
BCNp ’

Anmerkung 4.4 Allgemein ist die Schranke in Satz 4.1 nicht groBer als

“4.1) A nzazafcp,

Die Approximation der Verteilung von S durch eine Poisson—Verteilung ist also besonders gut,
wenn das Maximum der Einzelwahrscheinlichkeiten p; sehr klein ist.

Den Faktor X in (4.1) kann man durch eine verfeinerte Beweistechnik (Chen—Stein—Methode)
durch (1 — e=*)/\ < 1 ersetzen, was aber iiber den Rahmen dieser Vorlesung hinausgeht.

Anmerkung 4.5 Im nachfolgenden Beweis verwenden wir an einer Stelle die Tatsache, dass p(1—
exp(—p)) < p? fiir beliebige p > 0. Alternativ kann man zeigen, dass p(1 — exp(—p)) < 1 —

exp(—p?) fiir p > 0, und hiermit lisst sich die Ungleichung in Satz 4.1 verfeinern zu

sup |IP(S € B) — Poiss/\(B)’ <1- exp(— pg);
BCNp i>1

siehe Ubungen.

Beweis von Satz 4.1. Der Beweis verwendet ein sogenanntes Koppelungsargument. Wir wer-
den einen Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, IP) angeben, auf dem stochastisch unabhingige Paare
()? 1, Y1), ()?2, Ya), ()Z'g, Y3), ...von Zufallsvariablen definiert sind, so dass fiir beliebige ¢ > 1
gilt:

(4.2) P(X;=1) = 1-P(X; =0) = p;,

4.3) Y, ~ Poisspi,

(44) P(X; #Y) < p}.
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Definiert man nun S := Y o> X;und T := > i>1 Yi, dann S wie S verteilt, und T ist nach Poissy
verteilt, denn die Summe stochastisch unabhéngiger, poissonverteilter Zufallsvariablen ist wieder

poissonverteilt. Ferner gilt fiir beliebige Mengen B C Ny:

IP(S € B) — Poiss, (B)| IP(S € B) - P(T € B)|

P(S€B,S#T)-P(T € B,S#T)|

< P(SAT)
< ]P()?Z #£ Y, fireini > 1)
< Y P(X; #£Y)
i>1
< Y op
i>1

Zu zeigen bleibt, wie man Zufallsvariablen ()N(Z, Y;) mit den Eigenschaften (4.2-4.4) konstruiert.
Zu diesem Zweck verwenden wir die Quantiltransformation: Seien Uy, Us, Us, . .. stochastisch
unabhingige, uniform auf (0,1) verteilte Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, IP). Dann definieren wir

=~ 0 fallsU; <1 — p;,
1 fallsU; > 1 — p;,

= 0 fallsU; < exp(—p;),
Y == F ' (Ui) (=1 falls exp(—pi) <U; < (1+p;)exp(—pi),
> 2 falls (1 + p;) exp(—p;) < Uj,

wobei F; die Verteilungsfunktion von Poiss,, bezeichnet. Nach Satz 1.40 haben die Paare ()?' i Yi)
die Eigenschaften (4.2) und (4.3). Was die dritte Eigenschaft (4.4) anbelangt, so ist 1 — p; <
exp(—p;) < (1 + p;) exp(—p;), so dass

P(X; #£Y;) = IP(1 — p; < U; < exp(—p;) oder U; > (1 + p;) exp(—p;))
exp(—pi) — 1+ pi + 1 — (1 +p;) exp(—p;)
pi(1 — exp(—pi))
P m

IN

4.2 Schwache Konvergenz und Konvergenz in Verteilung

In Abschnitt 4.1 ging es, allgemein formuliert, um folgenden Abstand zwischen zwei Wahrschein-

lichkeitsmafen P und () auf einem messbaren Raum (X, B):

sup |P(B) - Q(B)|.
BeB

Fiir viele Zwecke ist dieser Abstand aber ungeeignet. Vergleicht man beispielsweise die konti-

nuierliche uniforme Verteilung P = Unif]0, 1] mit der diskreten uniformen Verteilung P, =
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Unif{1/n,2/n,...,1}, dann sind P und P, fiir grofes n € N recht “4hnlich”, obwohl
P({1/n,2/n,...,1}) = 0 aber P,({1/n,2/n,...,1}) = 1.

Im vorliegenden Abschnitt behandeln wir ein fiir diesen Fall geeignetes Konzept. Dabei betrachten

wir allgemein WahrscheinlichkeitsmaBe auf einem metrischen Raum (X, d).

4.2.1 Der Fall eines allgemeinen metrischen Raumes

Definition 4.6 (Borelmengen). Die kleinste c—Algebra iiber X, die alle offenen und abgeschlos-
senen Mengen enthilt, nennt man die o—Algebra der Borelmengen in (X, d). Hierfiir schreiben

wir Borel(X, d) oder einfach Borel(X'), wenn klar ist, welche Metrik d gemeint ist.

Im Folgenden wird X’ stets mit Borel(X', d) versehen, und wir sprechen einfach von MaBen auf X

bzw. Zufallsvariablen mit Werten in X.

Anmerkung 4.7 Jede stetige Funktion f : X — R ist Borel(X')-Borel(R)-messbar. Zwei Wahr-

scheinlichkeitsmaB3e P und @) auf X sind identisch genau dann, wenn

[rar = [ a0

fiir jede Lipschitz—stetige Funktion f : X — [0,1]. Denn einerseits ist P = () genau dann,
wenn P(U) = Q(U) fiir jede offene Menge U C X. Andererseits gibt es zu U eine Folge von
Lipschitz—stetigen Funktionen f,, : X — R derart, dass 0 < f,, T 1y fir n — oo; siche den

Beweis des folgenden Satzes 4.8.

Satz 4.8 (Portemanteau-Theorem). Seien P und P, (n € N) Wahrscheinlichkeitsmal3e auf X .

Dann sind die folgenden fiinf Aussagen dquivalent:
(SK.1) Fiir jede beschrinkte, stetige Funktion f : X — R ist

lim [ fdP, = /fdP

n—oo

(SK.I’) Fiir jede Lipschitz-stetige Funktion f : X — [0, 1] ist
lim [ fdP, = / fdP.
n—oo

(SK.2) Fiir jede abgeschlossene Menge A C X ist
limsup P,(A) < P(A).

n—oo

(SK.3) Fiir jede offene Menge U C X ist

liminf P,,(U) > P(U).

n—oo

(SK.4) Fiir jede Borelmenge B C X mit P(0B) = 0 ist

lim P,(B) = P(B).

n—o0
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Definition 4.9 (Schwache Konvergenz). Seien P und P, (n € N) Wahrscheinlichkeitsmaf3e auf
einem metrischen Raum (X', d). Die Folge (P,,)?° ; konvergiert schwach gegen P, wenn eine (und
damit alle) der Bedingungen (SK.X) in Satz 4.8 erfiillt sind. Wir schreiben auch kurz: P,, —,, P
(n — o0).

Beispiel 4.10 Sei P = Unif ([0, 1]d), das heifit, P(B) = Vol(B) fiir jedes Rechteck B C X' :=
[0,1]%, und sei P, = Unif(Gy,) mit der endlichen Menge G,, := {1/n,2/n,...,1}?). Dann kon-
vergiert (P, ), schwach gegen P. Diese Tatsache verwendet man implizit bei Zufallsgeneratoren.
Denn an Stelle von nach P verteilten Zufallsvariablen simuliert der Rechner Zufallsvariablen mit
einer diskreten Verteilung, die dhnlich ist zu P, bei astronomisch grolem n.

Nachweis von (P,),, —, P: Fiir jede stetige Funktion f : [0, 1]¢ — R ist

[ i = w3 .

yeGn

/fdP = Z/ fdP,

yeGn n (y)

wobei
Bn(y) = (y1 — 1/n,y1] X (y2 — 1/n,y2] X -+ X (ya — 1/n,ya).

Wegen P(B,(y)) = n~%ist

Jrar= [rar] = |3 [ ()~ ) P

yeGn

sup |f(2) = f(y)]

z,y€[0,1]4 : d(z,y)<n~1
— 0 (n— o00),

IN

wobei d(z,y) := max;_; g |r; — y;|. Daher ist (SK.1) erfiillt.

Eng verwandt mit dem Konzept der schwachen Konvergenz ist ein Konzept fiir Zufallsvariablen.

Definition 4.11 (Konvergenz in Verteilung). Seien X und X,, (n € N) Zufallsvariablen mit
Werten in X' (auf beliebigen Wahrscheinlichkeitsraumen). Die Folge (X,,),, konvergiert in Vertei-

lung gegen X, wenn

lim E f(X,) = Ef(X)

n—oo

fiir jede beschrénkte, stetige Funktion f : X — R. Mit anderen Worten, die Folge der Verteilungen

der Zufallsvariablen X,, konvergiert schwach gegen die Verteilung von X.

Giingige Kurzschreibweisen hierfiir sind: X,, —4 X oder X,, —, X fiir (n — 00). (Dabei stehen

‘d’und ‘L’ fiir ‘distribution’ bzw. ‘law’.)
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Beweis von Satz 4.8. Dass (SK.1°) aus (SK.1) folgt, ist offensichtlich.

Angenommen, es gilt (SK.1’). Fiir eine beliebige abgeschlossene Menge A C X und ¢ > 0

fe(x) = max(l — —innyA d(a:,y),())'

€

definieren wir nun

1

Man kann zeigen, dass f. Lipschitz-stetig ist mit Konstante e+, und

1> fod 14 (elO).

Daher ist
limsup P,(U) < hmbup/f6 dP, = /f6 dP

n—oo n—o0

fiir beliebige feste € > 0. Doch fiir € | 0 konvergiert die rechte Seite gegen [14dP = P(A).
Dies ergibt Aussage (SK.2).

Der vorangehende Beweisschritt ist iibrigens fiir den Namen ‘Portemanteau’—Theorem verant-
wortlich: Die stetige Funktion f, ist ein ‘Mantel’, den man iiber den ‘Kleiderstidnder’ 1 4 hingt.

Dass die Aussagen (SK.2) und (SK.3) dquivalent sind, ergibt sich durch Betrachtung von komple-
mentidren Mengen. Denn das Komplement einer abgeschlossenen (bzw. offenen) Menge ist offen

(bzw. abgeschlossen).

Nun seien die Aussagen (SK.2-3) giiltig. Dann gilt fiir jede Borelmenge B C X und ihren Ab-
schluss B O B bzw. ihr Inneres B° C B:

limsup P,(B) < limsup P,(B) < P(B),

n—o0 n—oo
liminf P,(B) > liminf P,(B°) > P(B°).

Wenn nun P(9B) = P(B\ B°) = P(B) — P(B°) gleich Null ist, dann ist P(B°) = P(B) =
P(B) der Grenzwert der Folge (P,,(B)),. Dies beweist Aussage (SK.4).

Zuletzt nehmen wir an, dass Aussage (SK.4) gilt. Nun sei f : X — R stetig und beschréinkt. Durch
Betrachten von (f — a)/(b — a) mit reellen Zahlen a < inf(f) und b > sup(f) konnen wir uns
auf den Fall 0 < f < 1 zuriickziehen. Da die Mengen {f = r}, r € (0,1), paarweise disjunkt
sind, ist P(f = r) > 0 fiir hochstens abzéhlbar viele » € R. Zu jedem e > 0 gibt es also Zahlen
O=ty<ti <ty <--- <ty =1,sodass

ti_ti—l < € und P(f:ti):() fﬁrlgigm.

Wegen der Stetigkeit von f ist {t;_1 < f < t;} eine offene und {¢;_; < f < ¢;} eine abgeschlos-
sene Teilmenge von X. Also ist B; := {t,—1 < f < t;} eine Borelmenge mit der Eigenschaft,
dass P(0B;) = 0. Zusammen mit den Ungleichungen

m m
ol tin < f <Y 1 tiite
i=1 =1
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ergibt sich also, dass

lim sup/fdPn < lim supZPn(Bi)ti_l +e = ZP(Bi)ti_l +€
n—00 n—oo LT =1
< / FdP + e,
m m
1ggi£f/fdpn > liminf } | P (Bi)ti1 = > P(Bi)ti
i=1 i=1
> /f dP —e.
Fiir € | 0 ergibt sich dann Aussage (SK.1). o

4.2.2 Der Spezialfall ¥ = R

Fiir Wahrscheinlichkeitsmalle auf R kann man die schwache Konvergenz mit Hilfe von Vertei-

lungs— oder Quantilfunktionen charakterisieren.

Satz 4.12 Seien P und P,, Wahrscheinlichkeitsmal3e auf R mit Verteilungsfunktionen F' bzw. F,,

und Quantilfunktionen F~1 bzw. F,;! (n € N). Dann sind die folgenden vier Aussagen iquivalent:

(FQ.1) (P,), konvergiert schwach gegen P;
(FQ.2) Fiir jede unendlich oft differenzierbare Funktion f : R — R mit beschridnktem Triger ist

lim [ fdP, = / fdP.
n—oo
(FQ.3) Fiir beliebige Zahlen —co < a < b < oo ist

limsup P,la,b] < Pla,b] und liminf P,(a,b) > P(a,b).

n—o0 n—00

(FQ.4) Fiir jede Stetigkeitsstelle x von F' ist

lim F,(x) = F(x).

n—oo

(FQ.5) Fiir jede Stetigkeitsstelle v € (0,1) von F~1 ist

lim F,'u) = F~l(u).

n—o0

Anmerkung 4.13 Angenommen, (P,), konvergiert schwach gegen P, und die Verteilungsfunk-
tion F' sei stetig. Nach (FQ.3) ist dies gleichbedeutend damit, dass (F},), punktweise gegen F

konvergiert. Nun kann man zeigen, dass sogar

22£‘Fn(x)—F(x)’ — 0 (n— o0);

sieche Ubungen.
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Anmerkung 4.14 Angenommen, (P, ), konvergiert schwach gegen P. Fiir eine auf (0, 1) uni-
form verteilte Zufallsvariable U definieren dann X := F~1(U) und X,, := F,;1(U) Zufallsvaria-
blen mit Verteilung P bzw. P, und aus (FQ.4) ergibt sich, dass

lim X,, = X fastsicher,

n—oo

denn F~! hat als monotone Funktion hochstens abzihlbar viele Unstetigkeitsstellen.

Beispiel 4.15 Sei P, die Verteilung von Y,,/n, wobei Y;, geometrisch verteilt ist mit Parameter
pr, und np, — 1/ fiir ein A > 0. Das heif}t,

P(Y,=k) = (1—py)'p, und P(Y,>k) = (1-p,)""
fiir beliebige & € N. Fiir die Verteilungsfunktion ), von P, gilt also: F,, = 0 auf (—oo, 0], und

F.(r) = 1-1P(Y, >nr)
= 1—(1—py)!

- 1_ eXp<LnnTJ nlog(1l —pn))

— l—exp(—r/A) (n— o)

fiir jedes feste » > 0. Also konvergiert (F},), punktweise gegen die Verteilungsfunktion F' der
Exponentialverteilung Exp(\).

Beweis von Satz 4.12. Dass (FQ.2) aus (FQ.1) folgt, ist offensichtlich.

Um zu zeigen, dass (FQ.3) aus (FQ.2) folgt, betrachten wir die Funktion

1
Px) == HO <@ < 1}Cexp(—————)
(2) {0 <z <1}Cexp =)
mit einer Konstante C' > 0 derart, dass fol h(z) dx = 1. Offensichtlich ist & nichtnegativ, und man
kann leicht nachweisen, dass h unendlich oft differenzierbar ist mit beschriankten Ableitungen
beliebiger Ordnung. Mit H(y) := [*_ h(x)dx betrachten wir fiir beliebige reelle Konstanten

a"” < a < ¥ < b die Funktion
1

T —a xz—b
o) = 1 () 1 (=)
Diese Funktion erfiillt die Voraussetzungen von (FQ.2) sowie die Ungleichungen

1[(7/,1),] S f S 1((1”,17”)’

Ahnlich wie im Beweis des Portemanteau—Theorems kann man nun schlieBen, dass (FQ.3) aus
(FQ.2) folgt.

Angenommen, es gilt (FQ.3). Dann gilt fiir feste reelle Zahlen r < x < s:

liminf F,(z) > liminf P,(r,z) > P(r,s) und
n—oo n—oo

limsup F,(z) < 1-liminf P,(z,s) > 1— P(x,s).

n—oo n—oo
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Fiir » — —oo und s — oo ergibt sich hieraus, dass

liminf F,(z) > F(z—) und limsup F,(z) < F(z).

n—oo n—o0

Insbesondere ist lim,,_,~ F},(z) = F(x), wenn F'(x —) = F'(x). Dies ergibt Aussage (FQ.4).
Den Nachweis, dass (FQ.4) auch (FQ.5) impliziert, stellen wir als Ubungsaufgabe.

Angenommen, es gilt (FQ.5). Fiir eine auf (0, 1) uniform verteilte Zufallsvariable U sind dann
X := F7Y(U) und X,, := F;1(U) nach P bzw. P, verteilt, und lim,, ,o, X,, = X fast sicher.
Fiir eine beschrinkte stetige Funktion f : R — R ist dann

lim f(X,) = f(X) fastsicher,

n—oo

und | f(X(n))| < supgeg | f(7)] < 0o. Nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz ist also

lim [ fdP, zygngﬂX%):_EfLX):‘/fdP

n—oo

was Aussage (FQ.1) beweist. O

4.3 Normalapproximationen

In diesem Abschnitt mochten wir den Zentralen Grenzwertsatz von Lindeberg beweisen. Um dies
vorzubereiten, behandeln wir zunzichst Wahrscheinlichkeitsdichten auf dem R und multivariate

Normalverteilungen.

4.3.1 Multivariate Dichtefunktionen

In den folgenden Abschnitten betrachten wir das Lebesgue-MaB Leb auf R? bzw. Borel(R?), das
heiBt, Leb(B) = Vol(B) fiir Elementarmengen B C R?. An Stelle von [, f dLeb verwenden
wir die giingigere, an das Riemann-Integral angelehnte Schreibweise || p f(x) dz fiir messbare
Funktionen f : R¢ — R. Fiir die konkrete Berechnung solcher Integrale erinnern wir an zwei

Hilfsmittel der Analysis:

Der Satz von Fubini (Cavalieri-Prinzip)

Fiir jede nichtnegative und messbare bzw. Leb—integrierbare Funktion f auf einem Rechteck B =
By X By x --+ x By im R% ist

/ f(x)dz
B
= /B(d)/B ) 1).../3 (2)/3 N flar, @, xp) day gy day gy - ATy q_q) Ty g
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Dabei werden die Integrale von innen nach auflen berechnet. Man fixiert also zunichst alle Kom-
ponenten von & mit Ausnahme von (1) und integriert f () beziiglich letzterer Komponente iiber
B, (1. Dadurch erhilt man eine Funktion von (z;);£q(1). Diese wird dann beziiglich 55 tiber
By (2) integriert, und so weiter.

Die Transformationsformel

Dieses Hilfsmittel bezieht sich auf glatte Transformationen des Integrationsbereiches. Seien (2
und Q offene Teilmengen des R, und sei T : Q — Q eine bijektive und stetig differenzierbare
Abbildung mit nichtsingulidrer Ableitung (Jacobi—Matrix)

_ OTi(zx)\d dxd
DT(z) = ( oz )z‘,j:l €R

fiir alle € ). Dann gilt fiir beliebige messbare Funktionen f : Q — R die Gleichung

/ﬁf(y /f )) | det DT(z)| d,

sofern f > 0 oder [5 |f(y)|dy < oc.

Heuristische Begriindung. Sei (B))xea eine Partition von ) in abzihlbar viele und paarweise

disjunkte Borelmengen mit kleinem Durchmesser. Wihlt man Punkte ) € B), dann ist

/f ))|det DT ()| dz ~ Y Leb(B,) - f(T(x)) | det DT (x,)].
AEA

Mit Cy := T(By) und y, := T(x5) € Cy ist (Cy)rea eine Partition von €, und

/ﬁf(y) dy ~ 3 Leb(Cy) - f(yy).

AEA

Wihlt man speziell eine Partition von €2 in kleine Rechtecke B), dann ist
Leb(Ch) - f(y)) ~ Leb(By) - f(T(y) |det DT ().
Denn auf B kann man 7" durch die affin lineare Funktion
x — S\(x) :=T(xx)+ DT (x))(x —x))

approximieren, und aus der linearen Algebra ist bekannt, dass Vol(Sy(B)) = |det DT (x))| -
Vol(B) fiir beliebige Rechtecke B C R,

Aus dieser heuristischen Begriindung kann man einen richtigen Beweis machen, indem man die
Behauptung durch Approximationsargumente auf den Fall einer stetigen Funktion f : Q — R mit

kompaktem Triger zuriickfiihrt . ..
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Ein erstes Anwendungsbeispiel

Als Anwendung beider Hilfsmittel zeigen wir, dass
J = / exp(—2%/2)dx = V2.
R
Zu diesem Zweck betrachten wir die Funktion f : R? — R mit
f(x) = exp(—|2|*/2) = exp(—x1/2) exp(—23/2).
Aus dem Satz von Fubini ergibt sich einerseits, dass
2 2 2
flx)dx = (/ exp(—z*/2) dac) = J-
R2 R

Andererseits ist

[ t@yde = [ fw)a.

wobel
Q = R*\ {(2,0):2 >0} = T(Q)
mit
Q := (0,00) x (0,2m) und T(r,7y) := (rcos~y,rsin-y).
Hier ist

DT(r,) = cosy —rsinvy
= siny rcosy )’

also det DT'(r,y) = r,und f(T(r,7)) = exp(—r?/2). Folglich ist
[wdy = [ FT0) 4t DT ()] ()
Q )
-/ exp(—r2/2)r d(r, )
(0,00) % (0,27)
oo 2T
= / exp(—r2/2)rdry dr
o Jo
= 27 xp(—r2/2) rdr
2 [ esp(=r®2)
= 27 (— exp(—r2/2)) >

r=0

= 2.

Wabhrscheinlichkeitsdichten

Eine messbare Funktion f : R? — [0, o) mit

/Rdf(a:)dcc =1
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hei3t (Lebesgue—) Wahrscheinlichkeitsdichte(funktion). Sie induziert ein Wahrscheinlichkeitsmaf}
P auf R%, nimlich

P(B) = /Bf(m)dw.

Aus dem Satz von Fubini ergibt sich ein einfaches Kriterium fiir stochastische Unabhéngigkeit

reellwertiger Zufallsvariablen:

Lemma 4.16 (Produktdichten). Fiir d € N seien P, P», ..., P; Wahrscheinlichkeitsmal3e auf
R mit Dichtefunktionen fi, fo, ..., fq. Dann definiert

f(x) == fi(z1)fo(z2) - -~ fa(wq)

eine Wahrscheinlichkeitsdichte auf R? und beschreibt die Verteilung eines Zufallsvektors X mit
stochastisch unabhéingigen Komponenten, wobei X; nach P; verteilt ist.

Beweis von Lemma 4.16.  Fiir ein beliebiges Rechteck B := By x By x --- x By im R? folgt

aus dem Satz von Fubini, dass

d d
/Bf(w)dw = ZEII/BZ fi(z)dx = ZI;IIPZ(BZ)

Setzt man B; = R fiir alle 4, dann zeigt sich, dass f eine Wahrwscheinlichkeitsdichte ist. Fiir einen
Zufallsvektor X = (X;)%_; mit Dichtefunktion f ist also

d
P(X € B) = [[P«(By).
i=1

Fixiert man nun noch einen beliebigen Index j und setzt B; := R fiir alle 7 # j, dann ergibt sich
die Identitit IP(X; € B;j) = Pj(B;). Also ist X; tatsichlich nach P; verteilt. O

Eine einfache Anwendung der Transformationsformel bezieht sich auf affin lineare Transforma-

tionen eines Zufallsvektors.

Lemma 4.17 (Affin lineare Transformationen). Sei X ein Zufallsvektor mit Werten in R¢ und
Dichtefunktion f. Fiir einen festen Vektor a € R? und eine feste nichtsingulire Matrix B € R?*?

sei

Y = a+ BX.

Dann hat dieser Zufallsvektor Y die Dichtefunktion

y — g(y) :=|det B|"'f(B~'(y — a)).
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Beweis von Lemma 4.17. Wir schreiben Y = 7'(X) mit der bijektiven Transformation 7" :
RY — RY, T(z) := a + Bx. Die Umkehrabbildung ist gegeben durch 7~ (y) := B~ (y — a),
und det DT'(x) = det B. Folglich gilt fiir beliebige Borelmengen C' C RY:

P(Y €C) = P(I(X)eC)
/Rd HT(x) € C}f(x)dx
[ 1@ €y (T (@) da

= /Rd T (x) € C} det B (T (T(x))) | det DT ()| dx
= [ My e cyaet BT w) dy

= /Cg(y) dy. O

Aus der zuletzt betrachteten Transformationsformel ergibt sich eine Aussage iiber die Summe von

stochastisch unabhingigen Zufallsvariablen:

Lemma 4.18 (Faltung zweier Dichten). Seien X undY stochastisch unabhingige Zufallsvaria-
blen mit Dichtefunktionen f bzw. g auf R. Dann ist Z := X + Y nach der Dichtefunktion f x g

verteilt, wobei
* —xz)dr = — d
fxg(z /f (z —x)dz /Rf(z v)g(y) dy

Die in Lemma 4.18 auftretende Dichtefunktion f * g nennt man auch die Faltung von f und g.

Beweis von Lemma 4.18. Der Zufallsvektor W := (X,Y) € R? ist nach der Dichtefunktion
h(z,y) := f(x)g(y) verteilt. Nun definiert T'(z, y) := (z,x + y) eine bijektive lineare Abbildung
T : R? — R? mit Umkehrabbildung 7~ !(z, 2) := (z,2 — ), und

DT (z,y) = <(1) })

also DT'(z,y) = 1. Daher ist (X, X + Y') nach der Dichtefunktion
g(z,2) = WT " (@,2)) = [(2)g(z - 2)
verteilt. Insbesondere folgt aus dem Satz von Fubini, dass
P(ZeB) = IP((X,Z) eRx B)

= f(2)g(z —x)d(z, 2)
RxB

- //f (2 — ) dz dz
= /Bf*g(z)dz
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fiir beliebige Borelmengen B C R.

Die alternative Formel fiir die Faltung ergibt sich durch Betrachten der Transformation S(z,y) :=
(x + y, y) mit Umkehrabbildung S~1(2,9) = (2 — y,y). O

Beispiel 4.19 Seien X und Y stochastisch unabhéngig und auf [0, 1] uniform verteilt. Dann ist
X + Y nach der Dichtefunktion
h(z) := max(l — |z —1[,0)
verteilt. Denn X und Y sind nach der Dichtefunktion f(x) := 1{0 < x < 1} verteilt, und
1@ = [ f@e-a)d

= /1{0<x<1,0<z—x<1}da:
R

= Leb{z € R: max(0,1 - 2) <z <min(l,z)}
= max(l —|z—1[,0).

4.3.2 Normalverteilungen

Im vorherigen Abschnitt iiber Wahrscheinlichkeitsdichten auf dem R? haben wir einige Hilfsmittel

erarbeitet, mit denen wir nun die Normalverteilungen auf dem R? einfiihren kénnen.
Definition 4.20 (Standardnormalverteilung). Die Standardnormalverteilung auf R ist definiert
als das Wahrscheinlichkeitsmaf auf Borel(R) mit Dichtefunktion

z > ¢(z) = (2m) V2 exp(—22/2).

Die entsprechende Verteilungsfunktion bezeichnen wir mit ®, also

O(r) := /_T o(t) dt.

Eine Zufallsvariable Z mit dieser Verteilung heilt standardnormalverteilt und erfiillt die Glei-

chungen

4.5) E(Z) =0 und Var(Z) = 1.

Begriindung und Verallgemeinerung von (4.5). Einerseits ist

B(2) = [ wowde = - [ Low)ds = (o)

—00 — 00




Kapitel 4 95

Fiir £ € N\ {1} erhdlt man mit partieller Integration die Formel

E(Z%) = /OO 2o (x) da

—0o0

= (@) -0 [
= (k- 1)IE(Z"?).

Speziell fiir k = 2 ergibt sich, dass IE(Z?) = 1. Induktiv kann man aus der Formel IE(Z*) =
(k — 1) IE(Z*~2) ableiten, dass
m
E(Z*™!) =0 ud E(Z) = [J@2i-1) firmeN. O
i=1

Definition 4.21 (Allgemeine Normalverteilungen). Fiir reelle Zahlen ;4 und ¢ > 0 definiert
man die Normalverteilung mit Mittelwert ;. und Varianz o2 als die Verteilung von X := pu + 0 Z,

wobei Z standardnormalverteilt ist. Insbesondere ist
E(X) = g und Var(X) = o2

Als Symbol fiir diese Verteilung verwendet man auch N (p1, 02).

Anmerkung 4.22 Im Falle von ¢ > 0 wird (i, 02) durch die Dichtefunktion

2

(z—p) )

202

at—u) 1

1
T —¢< = exp(—
o o 2

2ro

beschrieben, was sich aus Lemma 4.17 ergibt. Diese Dichtefunktion ist um g symmetrisch mit

Maximum bei pz und Wendepunkten y + o.

Wir beenden diesen Abschnitt mit zwei bemerkenswerten Eigenschaften normalverteilter Zufalls-

variablen:

Lemma 4.23 (Rotationsinvarianz). Fird € N sei Z = (Z;)!_, ein Zufallsvektor mit sto-

Rdxd

chastisch unabhangigen, standardnomalverteilten Komponenten Z;, und B € sei eine feste

orthonormale Matrix, d.h. B~' = B . Dann ist BZ genauso verteilt wie Z.

Lemma 4.24 (Summen unabhiingiger, normalverteilter Zufallsvariablen). Fiir d € N seien

X1, Xo, ..., X, stochastisch unabhiingige Zufallsvariablen, wobei X; ~ N (u;, 01-2). Dann ist

d d

S (Y3 0?).
=1 =1

=1
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Beweis von Lemma 4.23. Nach Voraussetzung ist Z nach der Dichtefunktion

d
¢(z) = [J o) = @m) " exp(-]2]*/2)

i=1

auf R? verteilt. GemiB Lemma 4.17 ist der Zufallsvektor Y := BZ nach der Dichtefunktion

9(y) = |det B|'¢(B~'y) = ¢(B'y) = ¢(y)

verteilt. Dabei verwendeten wir die Tatsachen, dass det B € {—1,1} und |B 'y| = ||y|| fiir
beliebige y € R o

Beweis von Lemma 4.24. Wir schreiben X; = u; + 0;Z; mit stochastisch unabhingigen, stan-

dardnormalverteilten Zufallsvariablen 71, Zs, ..., Z4. Dann ist
d d d d d
ZXz‘ = ZM@ + ZUiZi = ZM@ +Uzbizi
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

mit o := (Z?Zl 02-2) /2 und einem geeigneten Einheitsvektor b = (bi)gzl. Es geniigt nun zu zei-
gen, dass Zle b;Z; = b' Z standardnormalverteilt ist. Mit Hilfe des Basisergéinzungssatzes und
des Gram—Schmidt—Verfahrens findet sich eine Orthonormalbasis by, by, ..., by des R¢ derart,
dass by = b. Dann definiert B := [by by ... bd]—r eine orthogonale Matrix, und b' Z ist die erste
Komponente des Zufallsvektors B Z. Doch diese ist nach Lemma 4.23 genauso wie Z; verteilt,

also standardnormalverteilt. O

Ein alternativer Beweis von Lemma 4.24 mit Hilfe momenterzeugender Funktionen wird in den
Ubungen behandelt.

4.3.3 Der zentrale Grenzwertsatz

In diesem Abschnitt prézisieren und beweisen wir die folgende Aussage: “Eine Summe stochas-
tisch unabhéngiger Zufallsvariablen ist niherungsweise normalverteilt, wenn jeder einzelne Sum-

mand nur geringen Einfluss auf die Gesamtsumme hat.”

Satz 4.25 (Lindeberg). Sei S = )" ,Y; mit stochastisch unabhingigen Zufallsvariablen Y1,
Ya, ..., Yy, wobei IE(Y;) = 0 fiir alle i, und

n

Var(S) = Z]E(YZQ) = 1.

i=1
Ferner sei

L =Y Emin(Y?|Yi[*) € (0,1].

=1
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Dann gilt fiir jede dreifach differenzierbare Funktion f : R — R mit |f”| < 1 und |f"'| < 1 die
Ungleichung

‘]Ef(S)—/f(xw(x)da:’ < 9L,

Korollar 4.26 Sei S = )" ,Y; wie in Satz 4.25. Dann ist
sup |IP(S <r)-— (I)(T)‘ < CLY4
reR

mit einer universellen Konstante C' < oo.

Anmerkung 4.27 Die obere Schranke in Korollar 4.26 kann man mit einer verfeinerten, aber

aufwindigen Beweistechnik (Steinsche Methode) durch die deutlich prézisere Schranke
(32/m)" /2 L1/?

ersetzen. In Spezialfillen gibt es weitere Verfeinerungen, beispielsweise die Ungleichungen von
Berry-Esseen.

Anmerkung 4.28 (Interpretation von L). Die Kenngrofie L ist ein Maf dafiir, wie stark sich
einzelne Summanden Y; auf die Gesamtsumme .S auswirken. Wenn beispielsweise alle Zufallsva-

riablen |Y;| durch eine Konstante x < 1 nach oben beschrinkt sind, dann ist

n

L < Zn:IE(/in) = kY EY?) = &

i=1 =1

Beispiel 4.29 (Binomialverteilungen). Sei X binomialverteilt mit Parametern n € N und p €
(0,1), also inbesondere IE(X) = np und Std(X) = o, := y/np(1 — p). Dann konvergiert

sup P(X—np < 7“) —(I)(T)‘

reR On,p

gegen Null fiir o, , — 0.

Denn X ist verteilt wie X = > i, X; mit unabhingigen, {0, 1}-wertigen Summanden X; mit
IE X, = p. Also ist

X —np

n
=YY mit ¥ = :
i=1

und |Y;| < 0;;, fiir alle 7. Nun ergibt sich die Behauptung aus Korollar 4.26 und Anmerkung 4.28.

On,p

Beispiel 4.30 (Vorzeichen-Teststatistiken). In der nichtparametrischen Statistik tauchen mitun-
ter Summen S = )" ; b;&; mit einem festen Einheitsvektor b € R™ \ {0} und unabhingigen, auf
{—=1,1} uniform verteilten Zufallsvariablen &1, &2, . . . , &, auf. Hier ist

E(S) =0 und Var(S) = 1.
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Aus Satz 4.25, angewandt auf Y; := b;&;, folgt die Aussage, dass

sup ’P(S <r)-— <I>(r)‘ — 0 fir max |bj] — 0.
reR i=1,...,n

Manche Autoren verstehen unter dem Zentralen Grenzwertsatz das folgende Resultat:

Korollar 4.31 (Stichprobenmittelwerte). Seien X1, X, X3, ... stochastisch unabhingige, iden-
tisch verteilte Zufallsvariablen mit Mittelwert ;. und endlicher Standardabweichung o > 0. Fiir
den Stichprobenmittelwert X,, := n~' """ | X; ist dann

lim sup P(i?\;; < r) —®(r)| = 0.

n—oo reR

Beweis von Korollar 4.31. Die standardisierte Zufallsvariable
Xo—E(X)) _ X, p
Std()?n) o/v/n

ist gleich > | Y7, ; mit

Hier ist L = L,, gleich
. Xy —p)? X —
L, = nIE(YnQJ min(|Yy1],1)) = E <(102M)mm(|\1fnau|’1>>’

und nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz konvergiert dies gegen Null fiir n — oo. O

Beweis von Satz 4.25. Da es nur auf die gemeinsame Verteilung von Y, ...,Y, ankommt,
wihlen wir einen Wahrscheinlichkeitsraum, auf dem unabhéngige Zufallsvariablen Y7, ..., Y, und
Zi, ..., Zy definiert sind, wobei Z; nach (0, o?) verteilt ist mit o; := Std(Y;). Also ist

E(Y) = E(Z) = 0, E(Y?) = B(Z?) = o

2.
Im Folgenden vergleichen wir die Verteilungen von S = 370" Y und T' := }"_; Z;. GemiB

Lemma 4.24 ist T' standardnormalverteilt. Zu zeigen ist also, dass

(4.6) B f(S) - Ef(T)| < 2L.

Die wesentliche Idee des Beweises besteht darin, die Summanden Y; von S nacheinander durch
Z; zu ersetzen, bis man schlielich bei der normalverteilten Summe 7" landet. Wir betrachten also

die n + 1 Summen

S=Tp = Vi+Ya+Ys+- +Y,,
T = Z1+Yo+Ys+---+Y,,
T = Zl+Z2+Y3+"'+Yn7

T=T, = Z1+Zo+2s+---+ Zp,.
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Je zwei aufeinanderfolgende Summen haben n — 1 gemeinsame Summanden. Genauer gesagt, ist

T 1 = Wi+Y, und T, = Wi+ Z;

fiir 1 < k < n. Hieraus ergibt sich die Gleichung
n
Ef(S)~EfT) = Y B(f(Wi+Y) — fWi+ Z),
und es geniigt zu zeigen, dass

4.7 E(f(Wi+ Ye) — f(Wi + Z1))| < 2Emin(YZ, [Y3]?).

Aus der Taylorformel folgt, dass fiir beliebige w, y, z € R gilt:
f'€) = f'(w)

foty) = @)+ Py T g
6

mit geeigneten Zwischenstellen £ = £(w, y) und n = n(w, y). Also ist

I (w)

5 (y? — 2% + R(w, y, 2),

flw+y) = flwt2) = fl(w)ly—2)+

wobei
|R(w,y,2)| < min(y? [y|*/6) + min(z*, |2[/6).

Setzt man nun (W, Yy, Zi) anstelle von (s, y, z) ein und bildet Erwartungswerte, dann folgt aus
der stochastischen Unabhingigkeit von Wy, und (Y, Z), dass

E(f'(We)(Yi— Z1)) = E(f'(Wp) E(Y: - Z) = 0,

=0
IE(f”(;/Vk) (V2 - Z,f)) = E(f//gsk)) E(Y2 - Z2) = 0.
=0

(Dabei ist noch zu beachten, dass IE(f'(Wy)) existiert, denn wegen |f”| < 1 ist |f/(Wy)| <
|£/(0)] + [W.) Also ist

[E(f(Wy, + Yi) = f(Wy + Zy))|
= |IER(Wk, Yk, Zx)| < Emin(Y2,|V2?) + E(]Zk|/6).
Die Behauptung (4.7) ist somit bewiesen, wenn wir zeigen konnen, dass
E(Z*) < 6 Emin(Y, [Y]?).
Zum einen ist ak_le standardnormalverteilt, also

3
8
|y|gexp( 2/2) dy = —0;3 < 20,%.

Bzl = 7= -
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Zu zeigen bleibt also, dass 0 < 3IEmin(Y}2, |Y;|?). Fiir beliebige 0 < € < 1 ist

IE (Y2 min(|Y;], 1
o2 =E(Y?) < E+EQ{Y] > el¥2) < &+ (Y m“:ﬂ kb D)

und fiir e := (IEmin(Y}2, |Y%|?))/? ergibt sich, dass o nicht groBer ist als v/8 T8 min(Y}2, | V% |?).
O

Beweis von Korollar 4.26. Mit den Bezeichnungen im Beweis von Satz 4.25 betrachten wir eine
dreimal differenzierbare und monoton fallende Funktion H : R — [0, 1] mit H(z) = 1 firz <0
und H (z) = 0 fiir > 1 mit beschrénkter dritter Ableitung. Es gibt also eine reelle Konstante D
mit |A”| < D und |h"'| < D. Fiir beliebige reelle Zahlen g < r mit r — g < 1 folgt dann aus (4.6),

dass

e (C23) - B (2] < 200 -0

denn die Funktion f(z) := D~'(r — q)*H((z — ¢)/(r — q)) erfiillt die Voraussetzungen von
Satz 4.25. Doch

e < g} < H(f:;]) < 1z <1},

so dass

P(S < q) - P(T < q) IEH(S_T)_IEH(ﬂ)HP(MT@)

< 2D(r —q) "L+ ¢(0)(r — q).

IA

Wihlt man r = ¢ + L'/*, dann ist diese Schranke gleich CL'/* mit C' = 2D + ¢(0). Analog
ergibt sich auch, dass P(S < r) — P(T <r) > —CL'*. O

Schlussbemerkung. Die ersten bekannten Normalapproximationen bezogen sich auf spezielle

Verteilungen. Beispielsweise zeigten de Moivre und Laplace mit Hilfe der Stirlingschen Formel,

dass .
R 0t e ()
1—p)" " — — 0
R L <k>p (1-p) ¢ —
falls 0, ,, = v/np(1 — p) — oo. Ahnliche “lokale Grenzwertsitze™ lassen sich fiir Poisson— oder

Gammaverteilungen beweisen; sieche Ubungen.
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Produktmafe und charakteristische
Funktionen

In diesem Kapitel behandeln wir noch zwei Themen, die vielerorts in der Stochastik eine wichtige

Rolle spielen.

5.1 ProduktmaBe und der Satz von Fubini

In Abschnitt 4.3 verwendeten wir bereits den Satz von Fubini fiir Lebesgue—integrierbare Funk-
tionen f : R? — R. Dahinter stecken viel allgemeinere Tatsachen, die wir nun erkliren und

1llustrieren werden.

5.1.1 Produktmafie

Im Folgenden seien (£21,.41, M7) und (92, A2, Ms) MaBriume, wobei wir voraussetzen, dass
beide Mafle M; o—endlich sind. Das heifit, es gibt Mengen B; 1 C B;2 C B;3 C --- aus A;
derart, dass M;(B; ) < oo fiir alle k € Nund €; = (J;, B; i Diese Eigenschaft ist trivial fiir
Wahrscheinlichkeitsmaf3e. Die Verallgemeinerung ist vor allem wichtig, um auch das Zahlmaf auf

einer abzihlbar unendlichen Menge und das LebesguemaB auf dem R? einzubeziehen.

Definition 5.1 (Produkt—o—-Algebra). Das Produkt A = A; ® Ay der o—Algebren A; und As

ist definiert als

A = 0({A1 X Ay A € Ay, As GAz}),

also eine o—Algebra iiber €2 := Q1 x Q.

Beispiel 5.2 Identifiziert man den Raum R? mit RUY) x RU?) fiir natiirliche Zahlen d(1), d(2)

101
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mit d(1) 4+ d(2) = d, dann ist

BOI‘el(Rd) = BOre](Rd(l)) ® BOrel(]Rd(Q)),

Nun mochten wir auch das Produkt M = M; ® Ms der beiden MaBle M7 und M5 definieren.
Dieses Maf} M soll folgende Eigenschaft haben:

(51) M(Al X AQ) = Ml(Al)MQ(AQ) fiir beheblge Al S Al,AQ S AQ.

Der folgende Satz besagt, dass genau ein solches Mal existiert, und er zeigt auch, wie man Inte-

grale beziiglich dieses Mafies auf Integrale beziiglich M7 und M5 zuriickfiihren kann:

Satz 5.3 (Satz von Fubini). Es gibt genau ein MaB M = M; ® My auf A = A; ® Ao mit Ei-
genschaft (5.1). Fiir eine beliebige messbare Funktion f : 2 — [0, oo] bzw. eine M —integrierbare
Funktion f : Q — R ist

/QfdM — /91( QQf(wl,wQ)Mg(dWQ)) M (dwy)

= / ( fwi,w2) M1(dw1)) Ms(dws).
Qs Ny
Insbesondere gilt fiir A € A die Formel

M(A) = /Q MQ({WQ € Qy: (wl,WQ) S A}) Ml(dwl)

= /Q Ml({wl € (wl,WQ) S A}) MQ(dw2)'

Sowohl Definition 5.1 als auch Satz 5.3 kann man induktiv auf n > 2 MaBridume (Q;, 4;, M;),

1 <7 < n, libertragen. Dies liefert dann den Mafraum
(QAM) = (Qux o x Qo Ay @@ Ay, My @@ M),

und fiir jede messbare Funktion f : 2 — [0, oo] bzw. M—integrierbare Funktion f : Q — R kann

man schreiben

/fdM = / e flwi,wa, .. swn) Moy (dwo (1)) -+ My(n)(dwo(n))
Qo (n) Q1)
mit einer beliebigen Permutation o von {1,2,...,n}.

5.1.2 Anwendungen

Konstruktion spezieller Wahrscheinlichkeitsraume. Mit Hilfe von Satz 5.3 kann man endlich
viele Wahrscheinlichkeitsraume (€2;, .4;, P;), 1 < i < n, zu einem Wahrscheinlichkeitsraum

(Q7A7P) - (lengL;Al@@An,Pl@@Pn)

zusammenzufassen. Deutet man jeden Wahrscheinlichkeitsraum (£2;, A;, P;) als ein Zufallsexpe-

riment, dann beschreibt (2, A, P) die “unabhingige” Durchfiihrung dieser n Experimente.
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Konkrete Berechnung von Erwartungswerten. Seien X und Y stochastisch unabhingige Zu-
fallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, IP) mit Werten in (X, B) beziehungs-
weise (), C). Nun betrachten wir eine Zufallsvariable der Form

h(X,Y)

mit einer messbaren Abbildung 4 von X x ) nach [0, co] bzw. R. Dabei wird X x ) mit der
o—Algebra B ® C versehen. Fiir einen festen Punkt x € X sei

g(z) = Eh(z,Y).
Dann gilt die Gleichung
(5.2) Ehr(X,Y) = Eg(X).
Mitunter schreibt man auch g(z) = IE(h(X,Y) | X = ) oder einfach g(X) = IE(h(X,Y) | X).

Formel (5.2) ergibt sich aus Satz 5.3 wie folgt: Wegen der stochastischen Unabhéngigkeit von X
und Y ist P5YY) = PX @ PY, so dass

Eh(X,Y) :/ h dIPXY)
XxY

= / hdIPX @ PY
XxY

_ /X ( /y B, y) PV (dy)) P (dz)

- / o(x) PX(dx)
X
= [Eg(X).

Beispiel 5.4 (Ein Inspektionsparadoxon). Eine bestimmte Buslinie fahrt laut Fahrplan zu Zeit-
punkten k£ € 7Z in einer geeigneten Zeiteinheit. Angenommen man kommt zu einem “rein zufalli-
gen” Zeitpunkt 7" an die Haltestelle. Genauer gesagt, sei 7'mod 1 = 7' — | T'| uniform verteilt auf
[0, 1); siehe auch die nachfolgende Anmerkung 5.5. Wenn alle Busse piinktlich abfahren, dann ist
die Wartezeit gleich

W = 1—-(Tmodl),

und die mittlere Wartezeit betrigt

E(W) = /01(1—t)dt ~ 12

Nun seien die tatsidchlichen Abfahrtszeiten gleich k + V;, mit stochastisch unabhéngigen, identisch
verteilten Verspidtungen Vi, € [0,1), k& € Z. Wir nehmen auBerdem an, dass T von (Vi)iez
stochastisch unabhingig ist. Wie lange muss man jetzt im Mittel auf den Bus warten? Intuitiv

wiirde man vielleicht denken, dass immer noch IE(W') = 1/2. Tatséchlich ist aber

E(W) = 1/2 + Var(Vp).
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Um dies nachzuweisen, nehmen wir ohne Einschriankung an, dass 7" uniform verteilt ist auf [0, 1).

Dann ist die Wartezeit gleich

w HT <Voi(Vo =T)+ H{T > Vo}(1 + V1 = T)

= YT < Vo + 1T > Vb1 + V) — T

Betrachtet man voriibergehend (Vp, V1) als festes Paar und bildet den Erwartungswert beziiglich

T, dann ergibt sich die neue Grofie

g(Vo, V1) = EW |V, W)
= B(YT <Vo}Vo+ T >V}(1+ W) —T| Vo, )
= P(T <V [Vo,V1) - Vo+ (T > Vo | Vo, V1) - (1+ V1) = IE(T[ Vo, 1)
= 4+ 0-W)(1+W)-1/2
= 124V -V +Vi- VW

Bildet man nun den Erwartungswert der rechten Seite, dann folgt aus der stochastischen Un-

abhiéngigkeit und identischen Verteilung von Vj und V7, dass

E(W)

1/2 + E(V) - E(Vo) + E(V1) — E(Vo14)
= 124 B - B(1)?
= 1/2+ Var(1p).

Hier ist eine heuristische Erklarung fiir dieses Phanomen: Die Zeitintervalle zwischen den Ab-
fahrtszeiten sind unterschiedlich lang. Bei zufélliger Ankunft an der Haltestelle sind die Chancen,
in einem bestimmten Zeitintervall [k + Vi, k + 1 4+ Vj11) zu landen, umso groBer, je langer die-
ses Intervall ist. Bei gegebenem Ankunftsintervall ist die erwartete Wartezeit gleich der halben

Intervalllinge. Alles in allem spielt also das Quadrat der Intervalllinge eine Rolle.

Anmerkung 5.5 (Rundungsreste). Ist 7" eine Zufallsvariable mit Dichtefunktion f auf R, dann
ist Tmod 1 := T — |T'| eine Zufallsvariable mit Dichtefunktion

u— flu) = Zf(z-i—u)
2€7Z
auf [0, 1). Falls f unimodal ist, das heiBt, fiir ein € R ist f monoton wachsend auf (—oo, ] und

monoton fallend auf [u, 00), dann ist

sup | f(u) = f(v)] < f(u)
u,v€[0,1)
(Beweis als Ubungsaufgabe). Insbesondere ist |f — 1| < f(;). Wenn also die Verteilung von T
“breit gestreut” ist im Sinne von f(u) << 1, so ist 7'mod 1 approximativ uniform verteilt auf
[0,1). Beispielsweise ist f (1) = (2m02)~1/2 << 1, falls T ~ N (i1, %) mit o >> 1.
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Beispiel 5.6 (Polyas Urnenmodell). Dieses Modell wurde bereits in Abschnitt 1.1.1 (Schliissel-
beispiel 2) beschrieben: In einer Urne befinden sich zunéchst zwei Kugeln, eine mit ‘1’ und eine
mit ‘0’ beschriftet. Zum Zeitpunkt n € N zieht man rein zufillig eine Kugel und notiert die darauf-
stehende Zahl (~ X,). Danach legt man diese Kugel zusammen mit einer Kopie hiervon zuriick.
Dieses Gedankenmodell fiihrt zu einer Zufallsfolge X = (X,,)°°; in {0, 1}, und in den Ubungen
wurde gezeigt, dass fiir beliebige n € Nund « € {0, 1}" gilt:

— s(x))! n \ !
pula) = (X)L, = ) = 2@ ()y—<n+n*( )

(n+1)! s(x)
mit s(x) := Y ; ;. Simulationen dieses Urnenmodells suggerieren, dass der relative Anteil
V., = 1+ Z?:l X;
" n+2

von Kugeln des Typs ‘1’ fiir n — oo fast sicher gegen eine Zufallsvariable V' mit Werten in [0, 1]

konvergiert. In der Tat ist die Folge X genauso verteilt wie die folgende Zufallssequenz X:

Seien V, Uy, Us, Us, . .. stochastisch unabéngig und auf [0, 1] uniform verteilt. Dann definieren
wir X = (X,,)%%, durch
X, = YU, <V}

Mit anderen Worten, wir wihlen einen zufilligen Parameter V' ~ Unif[0, 1], und danach erzeugen

wir bei gegebenem V' einen unendlichen Miinzwurf mit Ws(‘Zahl’) = V.

Um nachzuweisen, dass X und X tatsichlich identisch verteilt sind, miissen wir nur zeigen, dass
IP((Xi)le = &) = py(x) fiir beliebige n € Nund « € {0,1}". Nach dem Satz von Fubini ist

P((X)iy =) = BP((X)L, =z|V)
= EJJv@-v)=
i=1
= E(V@ (1 - y)n—s@)

1
_ /1ﬂ@a_vwswuv
0

:(”+”1Q&)i

siche Formel (2.6).

5.1.3 Beweisskizze fiir Satz 5.3*

Reduktion auf endliche MafBle M/;. Angenommen, der Satz wurde bereits fiir den Fall, dass
M;(£21) < cound M3(€2) < oo bewiesen. Dann kann man im allgemeinen Fall die Mafe

und M*) = Ml(k) ® Mék) betrachten. Die Behauptungen ergeben sich dann im Wesentlichen

durch den Grenziibergang £ — oo und dem Satz von der monotonen Konvergenz.
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Im Folgenden seien also M7 (€2;) und M>(€22) endlich.

Eindeutigkeit von M. Da das System aller Mengen A; x A mit A; € A; durchschnittstabil
ist, ergibt sich die Eindeutigkeit von M aus dem Eindeutigkeitssatz 1.24.

Die Integralformel. Falls die behauptete Darstellung von M (A) als Doppelintegral bewiesen
wurde, dann gilt diese Darstellung auch fiir einfache messbare Funktionen f : Q — [0, oc], und
mit dem Satz von der monotonen Konvergenz ergibt sich der allgemeine Fall einer messbaren
Funktion f :  — [0, co]. Eine M—integrierbare Funktion f wird dann, wie iiblich, in Positiv—

und Negativteil aufgespalten.

Dynkin-Systeme. Eine Familie .A von Teilmengen einer Menge (2 heifit Dynkin—System iiber

2, wenn die folgenden drei Bedingungen erfiillt sind:

(D.1) Q€ A,
(D.2) mit A € AistauchQ \ A € A;
(D.3) sind A, Ag, As, ... paarweise disjunkte Mengen aus A, dann ist auch | ;7 ; 4, € A.

Jede o—Algebra iiber €2 ist auch ein Dynkin—-System. Umgekehrt ist ein Dynkin-System iiber
2 eine o—Algebra, falls es durchschnittstabil ist. Diverse Beweise in Wahrscheinlichkeits— und
Maltheorie stiitzen sich auf das folgende Schliisselresultat:

Satz 5.7 (Dynkin). Sei A ein Dynkin-System iiber §2, welches eine durchschnittstabile Mengen-
familie D C P(Q2) enthilt. Dann ist c(D) C A.

Die Konstruktion von A/ (-). Wir betrachten die Menge A, aller Mengen A C A, fiir welche
M(A) = / MQ({CUQ S QQ : (wl,LUQ) € A}) Ml(dwl)
971

wohldefiniert ist. Das heif3t, fiir jedes w; € 2 gehort die Menge {w2 € Qo : (w1,we) € A} zZu
Ay, und die Funktion w; — M, ({wg €y (wy,w) € A}) ist messbar.

Man kann leicht verifizieren, dass A, die Familie D aller kartesischen Produkte A; x A mit
A; € A; enthilt, wobei
M(A1 X AQ) = Ml(Al)MQ(AQ).

Andererseits kann man aus den allgemeinen Eigenschaften des Lebesgueintegrals ableiten, dass
A, ein Dynkin—System ist, wobei M ((}) = 0 und

M(n[_j1 An) - nil M(Ay)
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fiir paarweise disjunkte Mengen A1, As, As, ... aus A,.

Da unsere spezielle Familie D durchschnittstabil ist, ergibt sich aus Satz 5.7, dass A = o(D) in
A enthalten ist, also A, = A. Insbesondere ist M ein MaB auf A mit der gewiinschten Eigen-
schaft (5.1).

Analog kann man zeigen, dass
M(A) = / Ml({wl € (wl,WQ) S A}) MQ(dCL)Q)
Qo

ein MaB auf .4 mit Eigenschaft (5.1) definiert. O

Beweis von Satz 5.7. Der Durchschnitt beliebig vieler Dynkinsysteme ist ebenfalls ein Dyn-
kinsystem. Daher ersetzen wir A durch den Durchschnitt aller Dynkinsysteme, welche D enthal-
ten. Mit anderen Worten, A sei das kleinste Dynkinsystem, welches D enthélt. Wenn wir zeigen
konnen, dass A durchschnittstabil ist, dann ist A selbst eine c—Algebra und enthilt folglich o (D).
(Tatséchlich ist dann A = ¢ (D), denn nach Definition von A ist A C o(D).)

Fiir eine beliebige Menge B € A sei
A(B) = {AEA:AOBGA}.

Dies definiert ein Dynkinsystem, welches in .4 enthalten ist. Im Falle von B € D folgt aus der
Durchschnittstabilitdt von D und der Inklusion D C A, dass D C A(B). Wegen der Minimalitt
von A ist also A(B) = A. Diese Uberlegungen zeigen, dass

ANB € A firalle Ae A BeD.

Insbesondere ist D C A(A) fiir jedes A € A, und dies zeigt wiederum, dass A(A) = A fiir alle
A € A. Mit anderen Worten,

A'NA € A firalle A, A € A. O

5.2 Charakteristische Funktionen

Wir lernten bereits momentenerzeugende Funktionen kennen, um Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen auf R zu charakterisieren. Der Nachteil dieser Methode ist, dass nicht fiir jedes Wahrschein-
lichkeitsmal} P die momentenerzeugende Funktion m p auf einem offenen Intervall endliche Werte
annimmt. Als Ersatz verwendet man gerne charakteristische Funktionen. Diese sind eng verwandt
mit der Fouriertransformation, die in der Analysis und ihren Anwendungen eine wichtige Rolle

spielt.

Um charakteristische Funktionen zu definieren, bendtigen wir Integrale und Erwartungswerte von

komplexwertigen Funktionen bzw. Zufallsvariablen. Diese sind komponentenweise zu verstehen,
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das heift, fiir f : Q@ — C setzen wir

/fdM = /RefdM+i/ImfdM,

wobei wir voraussetzen, dass Ref und Im f M—integrierbar sind. Man kann leicht nachrechnen,

dass fiir zwei solche Funktionen f und g sowie Konstanten A\, u € C gilt:

/(/\f+ug)dM = )\/fdMJru/ng,

’/fdM’ < /mdM.

AuBerdem gilt fiir C—wertige Zufallsvariablen X und ¥ mit IE | X| < co und IE [Y| < oo nach
wie vor die Produktregel:

(5.3) E(XY) = E(X)IE(Y) wenn X und Y stochastisch uanbingig sind.

5.2.1 Definition und einige Eigenschaften charakteristischer Funktionen
Definition 5.8 (Charakteristische Funktion). Die charakteristische Funktion einer Zufallsva-
riable X mit Werten in R? ist definiert als die Funktion ¢ x : R? — C mit

ox(t) := Eexp(i(t, X)) = Ecos((t, X)) + ¢Esin({t, X)).

Dabei ist (@, y) := Zle x;y;, das Standardskalarprodukt auf dem R¢. Analog definiert man die
charakteristische Funktion eines WahrscheinlichkeitsmaRes P auf R?:

Yp: R? = C, op(t) = /exp( (t,x)) P(dx).

Fiir d = 1 entspricht die charakteristische Funktion ¢ p der Funktion ¢ — mp(ét). Von daher ist
es nicht liberraschend, dass charakteristische Funktionen dhnliche Eigenschaften wie momenten-
erzeugende Funktionen haben.

Satz 5.9 (Eigenschaften charakteristischer Funktionen).

(a) Die Funktion ¢ x erfiillt die Ungleichung

lox| < ox(0) = 1.
Sie ist gleichmiBig stetig auf R?, nimlich

lox (t+h) — px(t)| < Emin(2,||h||X||)fir beliebige t, h € R

(b) Ist IE(|| X ||™) < oo fiir einm € N, so ist px m—fach stetig differenzierbar auf R%. Genauer
gesagt, gilt fiir beliebige Vektorent, h € R? die Taylorentwicklung

x(t+h) Zk' (exp(i(t, X))(h, X)*) + Rx (¢, h)
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wobei

2X|" AL

R (8] < R Bmin (S0 5

(¢) Fiir zwei stochastisch unabhingige, R%—wertige Zufallsvariablen X undY auf (Q, A, IP) ist

xX+y — $xPy-

Teil (c) dieses Satzes ergibt sich direkt aus der Produktformel (5.3). Die Teile (a-b) ergeben sich

im Wesentlichen aus der folgenden Ungleichung:

Lemma 5.10 Fiir beliebige m € Ny und x € R ist

m .
‘exp ix) Z k! ‘ = mln( m! ’(m—l—l)!)'
k=0

Beweis von Lemma 5.10.  Mit r,, () := exp(iz) — >_jo(iz)* /k! ist zunichst

ro(x) = exp(iz) — 1 = i/: exp(it) dt,

und dies zeigt, dass
Iro(x)] < min(2, |z|).

Allgemein gilt fiir m € Ny die Darstellung

Tm+1(z) = 'i/ox Tm(t) dt.

Wenn also |7, (x)| < |z|™+!/(m + 1)! fiir beliebige € R, dann ist
|| lz|  pm+1 || 2
[rmt1(z)] < /0 [rm ()] dt < /0 R dt = CED
Ferner ist 7y, 11(2) = 7 (z) — (i)™ /(m + 1)1, so dass

|l,|m+1 2|I|m+1
(m+1)! = (m+1)

rmi1(@)] < frm(@)] +

Beispiel 5.11 (Normalverteilte Vektoren). Sei Z = (Z; )jl , ein standardnormalverteilter Zu-
fallsvektor; das heift, seine Komponenten Z; seien stochastisch unabhiingig und standardnormal-
verteilt. Dann ist

pz(t) = exp(—[t]/2) firt e R

Ferner gilt fiir feste Vektoren p € R¢ und Matrizen A € R%*? die Formel

Curaz(t) = exp(i(t,u)) exp(—||AT¢]%/2).
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Denn aus der stochastischen Unabhiéngigkeit der Z; folgt, dass

d
pz(t) = E]]exp(it;2)
J=1

d
= H exp(it; Z;)

d
= Hexp t2/2

_ expl= It/

Dabei ergibt sich der vorletzte Schritt aus der Tatsache, dass fiir eine standardnormalverteilte Zu-
fallsvariable Z gilt:

my(s) = IEexp(sZ) = exp(s®/2) fiir beliebige s € R,

woraus die Formel

. 0 fiir ungerades k
E(Z") = ¢ (2m)!
(25 (2m) fir k = 2m,m € Ny
2mm!

resultiert; siehe Ubungen. Zusammen mit Satz 5.9 (b) ergibt sich dann, dass

. — (it)" k
Eexp(itZ) = Y - E(Z")

= (2m)! 2mm!

(=)™ (2m)!
_ Z( )™ (2m)

& (e
= m!
= exp(—t?/2).

Die charakteristische Funktion des Zufallsvektors X := u + A Z ergibt sich aus
px(t) = Eexp(i(t,p+ AZ))
= exp(i(t,u)) Eexp(s (ATt Z))
= exp(i(t, p))pz(A')
= exp(i{t, ) exp(—[|ATE]?/2).

5.2.2 Eineindeutigkeit und schwache Konvergenz

Eine essentielle Eigenschaft charakteristischer Funktionen ist, dass ein Wahrscheinlichkeitsmal3 P

auf R? durch ¢ p eindeutig festgelegt wird.

Satz 5.12 (Eineindeutigkeit von P — pp). Fiir Wahrscheinlichkeitsmal3e P, () und P,, (n € N)
auf R? gilt:
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(a) P = @ genau dann, wenn
ep(t) =¢o(t) firallet € R%.
(b) (P,), konvergiert schwach gegen P genau dann, wenn

lim ¢p (t) = pp(t) firallet € R%

n— o0
Anmerkung 5.13 (Charakterisierung durch Projektionen). Satz 5.12 impliziert, dass die Ver-
teilung eines Zufallsvektors X € R? eindeutig charakterisiert wird durch die Verteilung der re-

ellwertigen Zufallsvariablen (v, X), v € V, wenn V eine dichte Teilmenge der Einheitssphére
{veRe: ||v|| =1} ist.

Denn Kenntnis der Verteilungen von (v, X ), v € V, bedeutet, dass wir

Prox) (1) = Eexp(ir(v, X)) = ¢x(rv)

fiiralle € Rund v € V kennen. Doch die Menge {rv : 7 € R, v € V} ist eine dichte Teilmenge
des R?. Auf Grund der Stetigkeit von ¢ x kennen wir also (im Prinzip) die gesamte Funktion o x.

Daher kennen wir auch die Verteilung von X.

5.2.3 Beweis von Satz 5.12

Es gibt verschiedene Beweise. Die hier vorgestellten Argumente beinhalten auch eine explizite
Methode, wie man P aus (p rekonstruieren kann. Ein wesentliches Hilfsmittel ist die Standard-

normalverteilung auf dem R¢ mit Dichtefunktion
¢(x) = (2m) " exp(—|z[?/2).

Ist Z ein Zufallsvektor mit dieser Verteilung, dann wird fiir ¢ > 0 die Verteilung von ¢ Z durch
die Dichtefunktion

beschrieben.

Lemma 5.14 (Glittung von Verteilungen und Funktionen). Seien X und Z stochastisch un-
abhingige Zufallsvektoren, wobei X nach P verteilt und Z standardnormalverteilt ist. Fiir o > 0
und messbare, beschrinkte (oder nichtnegative) Funktionen h : R? — R ist dann
BAX +02) = [ Ww)fa@)dy = [ hale) Pldz),
R R

mit
f@) = Bo,ly-X) = [ o,y -a) Plda)

hy(x) = IEh(x+oZ) = /Rdh(m+az)¢(z)dz.

Insbesondere ist f, die Dichtefunktion der Verteilung von X + o Z.
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Lemma 5.15 (Inversionsformel). Die Dichtefunktion f, in Lemma 5.14 lasst sich schreiben als

fow) = @0 [ exp(ilnt)oxa(t) dt

o?|¢]|?

= (27T)*d /Rd exp(—i(y,t))exp(— 5 >(PP(t) dt.

Beweis von Lemma 5.14. Nach dem Satz von Fubini ist IE 2 (X + 0Z) gleich IE h,(X) mit
ho(x) =IEh(x +0Z) = [ h(x + 0z)p(z) dz. Andererseits ist

EhX +0Z) = /Rd /]Rd hx + z) ¢,(z) dz P(dx)
= / / h(y) ¢,(y — ) dy P(dx) (y=y(z):=x+2)
Rd JRd
= /]Rd h(y) /Rd ¢, (y —x) P(dzx) dy
= /Rd hy)f,(y) dy

nach der Transformationsformel und dem Satz von Fubini. O

Beweis von Lemma 5.15. Auch hier kommt der Satz von Fubini mehrfach zum Einsatz, wobei

sich alle auftretenden Integrale iiber den R erstrecken:

o?|t]|?

(o) [ expl-ity. ) exp(~ T )t d
= @0 [ ewp(-ify t)olotiop(t)
— ()2 / exp(—i(y, £))é(ot) / exp(i(t, z)) P(dz) dt
_ (2m)d2 / / exp(ilz — y, £))6(ct) dt Pda)
= (2m)"¥2d / / exp(i(o~!(z — y), 2))p(2) dz P(dz) (2 := ot,dt = 0 %dz)
= @0 [ ppo7 (@~ ) Plda)

= (2n) 2 / exp(— o~ (@ — )|2/2) P(dz)

— / 6, (y — ) P(dx)
fo(y).

|

Beweis von Satz 5.12 (a). Aus ¢p = ¢ folgt nach Lemma 5.15 und Lemma 5.14, dass

/hgdP = /hng
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fiir jede stetige Funktion h : R? — [0,1] und beliebige o > 0. Doch nach dem Satz von der

majorisierten Konvergenz ist einerseits

11{101 hy(x) = hﬁ]l h(xz +0z)p(z)dz = h(x) firallez € R?

und andererseits

lim [ h,dM = /hdM
a0

fir M = P, Q. Alsoist [ hdP = [ hdQ fiir jede stetige Funktion i : R? — [0, 1], was gleichbe-
deutend ist mit P = Q). a

Beweis von Satz 5.12 (b). Fiir festes o > 0 betrachten wir die Dichtefunktionen f, und

fony) = / by (y — ) P, (da).

Nach Lemma 5.14 handelt es sich bei f, und f,, um Wahrscheinlichkeitsdichten, und Lem-

ma 5.15 impliziert, dass

lim f,,(y) = f,(y) firalley € RY.
n—00 )

Nach dem Satz von Scheffé (einfacher Spezialfall von Satz 2.25) ist sogar

lim / o) = £, ()| dy = 0.

n—00

Fiir eine Lipschitzstetige Funktion A : R? — [0, 1] mit Lipschitzkonstante L ist

|ho(x) — h(z)| = |Eh(z+0Z)—h(z)|
< LoE|Z|
< LovE(|Z]?)
= LoVd.
Diese Uberlegungen zeigen, dass
limsup‘/thn —/th‘ < 2L\/Eo+limsup)/hgdPn—/hodP‘
n—oo n—oo

— 2LV +lmsup| [ b (o (w) - 1) dy]

n—oo

< 2LVdo o+ limsup / |\ fon(¥) — £, (y)| dy

= 2LVdo.

Fiir o | 0 ergibt sich dann die Aussage, dass [ h dP, fiir n — oo gegen [ h dP konvergiert. Dies
impliziert die schwache Konvergenz von (P,),, gegen P. O



