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Kapitel 1

Einfuhrung

Die Theorie der empirischen Prozesse verbindet Resultate und Techniken aus der Wahrscheinlich-
keitstheorie, insbesondere fiir Gauflsche Prozesse und Zufallselemente mit Werten in Banachraum-
en, mit Fragestellungen der nichtparametrischen Statistik. In diesem Kapitel wollen wir zwei wich-
tige Klassen von Prozessen vorstellen und den abstrakten Rahmen einfiihren, in welchem wir diese

Prozesse behandeln werden.

1.1 Empirische Prozesse

Seien X7, Xo, ..., X, stochastisch unabhingige, identisch verteilte Zufallsvariablen mit Werten
in einem messbaren Raum (X', B) und Verteilung P. Ein Schitzer fiir P ist die empirische Vertei-

lung
By = Zn: 5
=1
Dabei bezeichnet d,, das Dirac-Mal im Punkt z. Fiir eine messbare Menge D C X ist also

Py(D) = izn:uxi € D}

i=1

ein Schitzer fiir P(D), und fiir eine beziiglich P integrierbare Funktion f : X — R ist
1 n
Pur)= [ rapy = 1305
1=

ein Schitzer fiir das Integral

P(f) := / fdP.
Die Frage ist nun, wie prizise dieser Schiitzer P, ist.

7



8 KAPITEL 1. EINFUHRUNG

Konsistenz. Bekanntlich gilt fiir jede feste Funktion f aus £!(P), der Menge aller beziiglich P

integrierbaren Funktionen:
E‘Pn(f) - P(f)‘ — 0 und f’n(f) — P(f) fast sicher

nach dem schwachen bzw. starken Gesetz der grolen Zahlen. Sofern nichts anderes gesagt wird,

beziehen sich asymptotische Aussagen immer auf den Fall, dass n — co.

Aber viele statistische Verfahren basieren auf Pn( f) fiir unendlich viele Funktionen f, und die
punktweise Konvergenz ist nicht ausreichend. Sei daher F eine Familie von Funktionen f €
L'(P). Eine der zentralen Fragen, mit denen wir uns beschiftigen werden, ist: Unter welchen

Voraussetzungen an PP und F gilt:
1Pn = PllF = sup [Pu(f) = P(f)] = 0
fer

im Mittel bzw. fast sicher? Da man Mengen mit ihren Indikatorfunktionen identifizieren kann,
formulieren wir viele Resultate fiir Funktionenfamilien, was den Spezialfall von Mengenfamilien
beinhaltet.

Beispiel 1.1 (Data-Mining). Angenommen eine Handelskette mochte ihre “typischen Kunden”
genauer untersuchen und beschreiben. Zu diesem Zweck werden die Kassenzettel von n Kun-
den ausgewertet. Fiir den i—ten Kunden enthalte X; = (X;(j ))?:1 seine absoluten oder relativen
Ausgaben fiir Produkte aus g verschiedenen Kategorien. Nun betrachtet man alle moglichen Kom-

binationen der ¢ Variablen. Genauer gesagt, berechnet man Pn(D) fiir verschiedenste Rechtecke
D = Dy x Dy x---x Dy

in [0, 00)?; das heiBt, Dy, D», ..., D, sind Intervalle in [0, c0). Zum Beispiel ist der relative Anteil
von Kunden, welche hochstens den Betrag a fiir Waren aus Kategorie 1 und 2 aber nichts in
Kategorie 3 ausgaben, gleich P, (D) mit D = [0,a] x [0,a] x {0} x [0, 00)773.

Nun betrachten wir die n untersuchten Kunden als zuféllige Stichprobe aus der Population aller
Kunden, und P sei die Verteilung aller Kundenprofile in [0, c0)?. Dann stellt sich die Frage, wie
groB die maximale Abweichung || P, — P||p ist, wenn D die Familie aller Rechtecke in [0, c0)?
ist.

Beispiel 1.2 (Projection Pursuit). Sei X = R? mit ¢ >> 2. Um den hochdimensionalen Daten-
satz (X;)" ; zu analysieren, betrachtet man mitunter Scatterplots von beliebig vielen Projektionen
auf den R?, wobei die Daten moglicherweise erst noch affin linear transformiert werden. Folg-
lich betrachten wir fiir diverse Paare (v, w) von linear unabhingigen Vektoren v, w € RY einen
Scatterplot der Punkte (v X;,w' X;) € R x R. Wenn nun fiir ein bestimmtes Paar (v, w) eine
interessante Struktur sichtbar ist, zum Beispiel zwei deutlich getrennte Punktwolken, dann fragt
man sich natiirlich, ob diese real ist oder ein Artefakt aufgrund von Stichprobenfehlern. Hierzu

konnte man || P, — P||p analysieren, wobei D aus allen Mengen der Form
{w eRY: (va,w'e) e B}

mit Vektoren v, w € RY und einem Rechteck B C R x R besteht.
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Asymptotische Normalitiit. Fiir jede Funktion f aus £2(P), dem Raum aller beziiglich P qua-

dratintegrierbaren Funktionen, folgt aus dem Zentralen Grenzwertsatz, dass
L(Vn(Py = P)(f)) —w N(0,P(f2) = P(£)?).

Dabei steht ‘—,,’ fiir schwache Konvergenz (siehe auch Kapitel 7), und N (p, o?) ist die Nor-
malverteilung mit Mittelwert . und Varianz o2. Eine naheliegende Frage ist nun, unter welchen
Voraussetzungen an P und eine Familie 7 C £2(P) ein WahrscheinlichkeitsmaBl L existiert, so
dass

L(Vnl|Py = PllF) —w L?

Wenn ja, wie kann man L charakterisieren? Gilt eine analoge Aussage fiir andere Funktionale von
Vn(P, — P) wie beispielsweise

n [(Ba = PP M
mit einem gegebenem Maf} M auf F ?

Beispiel 1.3 (Goodness-of-Fit-Tests). Um die Nullhypothese, dass P = P, versus die Alter-
nativhypothese, dass P # P,, zu testen, kann man fiir eine hinreichend grofle Familie F von
Funktionen die TestgroBe T := \/n|| P, — P,||7 oder T := n f(f?n — P,)(f)? M (df) berechnen.
Dabei ist M ein gewisses MalB auf der Menge F. Die Frage ist dann, ob 7" im Falle von P = P, ei-
ne Grenzverteilung hat, und wie man deren Quantile bestimmen kann. Ferner méchte man wissen,
wie sich 7" im Falle von P # P, verhiilt.

Bezeichnung. Stochastische Prozesse (d.h. zufillige Funktionen) wie (Pn (f )) feF oder die zen-

trierte Variante ((Pn —P)(f)) fe oder die standardisierte Variante (vn (P, —P)(f ) e ennt

man empirische Prozesse indiziert durch die Funktionenklasse /. Ein wichtiger Spezialfall sind

mengenindizierte empirische Prozesse (Pn(D)) wobei D eine Familie messbarer Teilmen-

DeD’
gen von A ist.

1.2 Partialsummenprozesse

Eine zweite wichtige Klasse von stochastischen Prozessen sind Partialsummenprozesse. Dabei

betrachtet man feste Punkte z,,1, xp2, ..., T, € X und unabhingige, identisch verteilte Zufalls-
variablen Y, 1, Yo, ..., Y., € R mit Erwartungswerten fi,1, fin2, - - - , Unpn. Fur eine Familie F
von Funktionen auf X’ sei dann S,, = (Sn( ) s definiert durch

n

i=1

mit einer Normierungskonstanten c¢,, > 0. Die Frage ist nun, wie sehr sich S”n und IE Sn unter-

scheiden.
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Beispiel 1.4 (Bildverarbeitung). Die x,,; seien Punkte auf einem regelmiBigen Gitter im R?, und
Yo = 5($nz) + €ni,

wobei 5 : R?> — R eine unbekannte Bildfunktion ist, und €,1, €n2, . . ., €nn sind unabhéngige
Zufallsvariablen (Rauschen) mit Mittelwert Null.

Um das Rauschen zu eliminieren oder bestimmte Eigenschaften der Bildfunktion 3 zu extrahieren,
wendet man oft einen linearen Filter an. Das heifit, man berechnet fiir eine gewisse Filterfunktion

F : R?2 — R und verschiedene Punkte ¢ € R2 Summen der Form
n
Cn Z F(%m — t)Ym‘.
i=1

Je nach Gestalt von F' schitzt man mit dieser Summe zum Beispiel den Wert von (3 oder eine ihrer
Ableitungen an der Stelle ¢.

1.3 Abstrakter Rahmen

Man kann sowohl empirische Prozesse als auch Partialsummenprozesse in einen abstrakten Rah-
men einbetten. Hierzu seien ¢n1, ¢n2, . - . , dnn unabhingige stochastische Prozesse auf einer be-

liebigen Indexmenge 7. Dann betrachten wir den stochastischen Prozess

Ly = Z Oni
i=1

auf 7. Die in Abschnitt 1.1 gestellten Fragen lauten nun:

Uniforme Konsistenz? Unter welchen Voraussetzungen konvergiert || Z,, — IE Z,, || im Mittel oder
in Wahrscheinlichkeit gegen Null?
Dabei ist IE Z,, = (IE Zn(t)) T der punktweise Erwartungswert von Z,,, und fiir eine Funktion

x: T — Rsetzen wir || z|| = ||z||7 := sup;er |2(t)].

Grenzverteilungen? Unter welchen Voraussetzungen konvergiert die Verteilung eines gegebenen
Funktionals H(Z,,) schwach gegen ein Wahrscheinlichkeitsmaf3? Wie kann man diese Grenzver-

teilung charakterisieren?
In den Abschnitten 1.1 bzw. 1.2 ist 7 = F und
1
Sni(f) = —f(Xi) oder ¢ni(f) :=

bzw.



Kapitel 2

Uniforme Konsistenz mittels
Approximationen

Bevor wir uns in dem abstrakten Rahmen aus Abschnitt 1.3 bewegen, behandeln wir in diesem

und dem néchsten Kapitel einige klassische Resultate fiir geschétzte Verteilungen.

Im Folgenden sei P ein festes Wahrscheinlichkeitsmal auf einem messbaren Raum (X', 5), und
seien G und F Teilmengen von £!(P). Ferner sei (P,), irgendeine Folge von zufilligen Wahr-
scheinlichkeitsmaf3en auf X', so dass f h df’n fiir alle h € G U F eine reellwertige Zufallsvariable

ist.

Genau gesagt, betrachten wir einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2,,, A, IP,,) und eine Abbildung
Qn x B> (w,B) — P,(B|w),

so dass P, (- | w) fiir jedes feste w € €2, ein WahrscheinlichkeitsmaB auf (X, B) darstellt, und wir
nehmen an, dass w +— [ h(z) P,(dz|w) fiir jedes h € G U F eine reellwertige und messbare
Funktion definiert. Wie iiblich unterschlagen wir aber das Argument w und schreiben einfach

[ hdP, anstelle von [ h(z) P,(dz |w) oder [ hdP,(-|w).

Im Folgenden nehmen wir stets an, dass folgende Bedingung erfiillt ist:

(A) Fir jedes feste g € G gilt:

/gdﬁn . /gdP.

Dabei steht “—,” entweder fiir Konvergenz in Wahrscheinlichkeit oder fiir fast sichere Konver-
genz. Im letzteren Falle unterstellen wir, dass alle Pn auf ein und demselben Wahrscheinlichkeits-

raum definiert sind.

Wenn beispielsweise P,=n"1! >, dx, mit unabhingigen, identisch verteilten Zufallsvariablen
X1, Xa, X3, ... mit Verteilung P, dann ist Bedingung (A) erfiillt mit G = Ll (P) und fast sicherer

Konvergenz.

11



12 KAPITEL 2. UNIFORME KONSISTENZ MITTELS APPROXIMATIONEN

Die Frage ist nun, unter welchen Voraussetzungen an G und F aus Bedingung (A) folgt, dass

2.1) |Py = Pllz =+ 0.

Wir ignorieren hier die Frage der Messbarkeit von || P, — P|| 7. In unseren Beweisen werden wir
Hpn — PJ| 7 durch Zufallsvariablen Y;, nach oben abschitzen, so dass Y, —. 0.

2.1 Bracketing

Der folgende Satz liefert ein einfaches, aber oft erfolgreiches Kriterium, um (2.1) nachzuweisen.

Dabei wird die Funktionenklasse F durch endliche Teilmengen von G approximiert.

Satz 2.1. Angenommen, zu jedem ¢ > 0 existieren m € N und Funktionen g1, h1, g2, ha, ...,

9m, hm In G mit folgenden Eigenschaften:

e Fiir alle i < m ist g; < h; (punktweise) und P(h; — g;) < €;
e zujedem f € F existiertein j < m mitg; < f < h;.

Dann impliziert (A) auch (2.1).

Anmerkung 2.2. Die obigen Paare (g;, h;) sind sogenannte “Brackets” (Klammern), daher der

Name “Bracketing”.

Beweis von Satz 2.1. Fiir beliebiges festes ¢ > 0 und Funktionen g1, h1, g2, ha, - . ., gm, Ry, mit
den genannten Eigenschaften gilt: Ist f € F mit g; < f < hj, soist

>
>
>
>

—~
3
|
5
~—
—~
=
IN
3

(hj) = P(gj) = (Pn— P)(hy) + P(hj —g5) < (Pn— P)(hy) + ¢,
(Py = P)(f) = Pulgj) — P(hj) = (Py— P)(g;) — P(hj —g;) > (Pn—P)(g)) — €.

Mit G, :={g1,- .-, 9m, h1, ..., hy} ist folglich
||pn_PHJ-' < Hpn_Png‘i‘G —x €
Da € > 0 beliebig klein ist, impliziert dies (2.1). Man kann nidmlich auch schreiben

||pn —Pllr <Y, = (HPN_PH%/k +1/k)7

inf
keN
und Y;, — 0. O

Beispiel 2.3 (Satz von Glivenko-Cantelli fiir Verteilungsfunktionen). Es sei X = Rund G =
{1(Cooy : —00 <t <00} U{looy : —00 <t < oo} Ferner sei F(t) := P((—oo,]) sowie
E,(t) := P,((—o0,t]) fiir t € R. Dann folgt aus (A), dass

|F, — Fllg —» 0.
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Beweis. Die Supremumsnorm || £, — F || ist gleich || P, — P|| mit der Familie F := {1(_o. 4 :
t € R}. Fiir festes e > 0 sei k := [1/€] und

t; == min{t e R: F(¢t) > j/k} (1<j<k).
Ferner seien ¢ty := —oo und ¢ := 0o. Nun betrachten wir die m = 2k — 1 Brackets
(g2jfla thfl) = (1(—oo,tj_1]a 1(—00,75]-)) (1 <j< k)

sowie

(925, h2;) = (Lcooty)s (=00, t5]) (1< j <k).
Dann ist P(hy — g¢) < efir 1 < ¢ < m, und zu jeder Funktion f € F existiert ein Index
Ce{l,...,m}mitgy, < f < hy. O

Beispiel 2.4. Sei X = N, und sei G = {1{k} 1k € N}. Dann folgt aus (A), dass
|Pn = Pllpgyy —+ 0,

wobei P(N) die Menge aller Teilmengen von N bezeichnet.

Beweis. Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass (A) auch fiir die gréere Funktionenfamilie
G := {ID :D CN, #D < oooder #D°¢ < oo} erfiillt ist, wobei D¢ := N\ D. Nun wihlen wir
fiir festes € > 0 eine natiirliche Zahl n,, so dass fiir S, := {1,...,n,} gilt:

P(S5) <e.
Dann gilt fiir beliebige Mengen D C N:
Ipns, < 1p < l(pns,)use-
Dies fiihrt zu m = 2"° Brackets (1p,, 1p,usc), Do C S,, welche die (Un-)Gleichung
P(1p,uss —1p,) = P(5;) < ¢

erfiillen. UJ

2.2 Endlichdimensionale Approximationen

Ein etwas anderes aber dhnliches Kriterium wie Satz 2.1 liefert der folgende Satz:

Satz 2.5. Angenommen, tiir jedes ¢ > ( existieren m € N und Funktionen g1, g2,...,gm, hinG
mit folgenden Eigenschaften: P(h) < e, und fiir jedes f € F existieren Zahlen \1, \a, ..., Am €
[—1, 1] derart, dass

‘f—Z/\jgj‘ < h.
=1

Dann impliziert (A) auch (2.1).
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Beweis von Satz 2.5. Fiir festes ¢ > 0 seien ¢y, ..., g, und h Funktionen mit den besagten Ei-
genschaften. Fiir f € F und geeignete Zahlen \q,..., A, € [—1,1] ist dann

(= P)(r Zm)\ ZMP P)(g))|
< <Pn+P><h>+Z|<Pn—P><gj>\

(Pn = P)(f)]

IN

2+ |(Pn = P)()| + 3 _|(Pn = P)(g5)].

IN

Mit G :={g1,. .., gm, h} ist folglich
|P, — Pllr < 2e+ (m+1)|P, — Pllg. =+ 2e.
Fiir € | O ergibt sich die Behauptung. O

Beispiel 2.6 (Schwache Konvergenz und Bounded-Lipschitz-Distanz). Sei (X, d) ein metrischer

Raum. Im Folgenden betrachten wir die folgenden Teilmengen von RY:

C(Xx) = {fe RY : f stetig},
Co(X) = {f €C(X):[fllax < oo},
Crip(X) == {f €RY : || fllLip < 00},
Co,Lip(X) = {f € CLip(X) : || f]lx < oo}
mit der Seminorm
iy o= sup L2 =T

TYEX : xHy d(.’IJ, y)
Angenommen, (A) ist erfiillt mit G = Cy, 1,;p(X’). Dann ergibt sich aus den Aufgaben 2.2 und 2.3,
dass (A) auch mit G = Cy,(X) erfiillt ist.

Satz 2.7 (Bounded-Lipschitz-Distanz). Sei (X, d) ein separabler metrischer Raum, und sei
For = {f €RY :|fllx <1, flluip < 1}
Aus Bedingung (A) mit G = Cy, 1,ip(X) folgt, dass auch
||pn - PH}'BL — 0.
Beweis von Satz 2.7. Sei {z; : j € N} eine dichte Teilmenge von X. Fiir ein festes 6 > 0

definieren wir
hms =  max (1 —d(-,xj)/5)+, m €N,

7j=1,....m

und hg s(-) := 0. Dann gilt fiir die Funktionen g; 5 := hjs — hj_15,j € N:

0 <ygjs < (1 (-, x; /5 Zgﬂ;—hmng (m — 00).
J=1
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Fiir eine beliebige Funktion f € Fpr und x € X ist nun

1) =3 F@)gis@)| < @) = F@hms(e)| + Y| F ) ~ F)gila)

< 1= hms(@)+ ) dgjs5(@)
j=1
< 1- hmﬁ(:ﬂ) + 4.

Sei also € > 0 beliebig vorgegeben. Setzen wir § := ¢/2 und wihlen wir m € N derart, dass
P(1 — hy,5) < 6, dann erfiillen die Funktionen g; := g;s und b := 1 — hy, 5 + 6 die in Satz 2.5

genannten Bedingungen, wobei \; := f(x;). O

Korollar 2.8 (Topsoe). Es sei (X, d) ein separabler metrischer Raum, und D sei eine Familie von

Borelmengen D C X mit folgender Eigenschaft:

sup P(U(A)\A) — 0 fiirelO0.
AeDUDe

Dabei ist D¢ := {D¢ : D € D}, und U.(A) bezeichnet die Menge aller x € X mit d(z, A) :=
infyea d(x,y) < e. Unter dieser Voraussetzung an P impliziert Bedingung (A) mit der Familie
G = Cp,Lip(X), dass

| B, — Pllp —+ O.

Beweis von Korollar 2.8. Fiir jede nichtleere Menge A C X ist d(-, A) lipschitzstetig mit Lip-

schitzkonstante 1. Fiir festes € € (0, 1] betrachten wir nun die Funktionenfamilie
Fo= {(1-d( )" 0 £ Acx}.

Dann besteht . aus lipschitzstetigen Funktionen mit Lipschitzkonstante ¢ ' und Wertebereich

[0,1] C [—e 1, e . Hieraus ergibt sich, dass
1P = Pllz. < ¢ |5y = Pllzg, — 0.
Andererseits gelten fiir eine beliebige Menge D € D mit () # D # X und die Funktionen
ge = 1— (1 — d(-,DC)/e)Jr,
he == (1—d(-,D)/e)"

folgende Tatsachen:
OggengShegla

und
{he =1p >0} C U(D)\ D, {lp—gc>0} C U(D°)\ D".

Folglich ist

|1By = Pllp < € Y|By—Pllry, + sup PUJ(A)\A) —. sup P(U(A)\A).
AeDuDe AeDuUDe



16 KAPITEL 2. UNIFORME KONSISTENZ MITTELS APPROXIMATIONEN

Nach Voraussetzung konvergiert die rechte Seite gegen O fiir ¢ | 0, und hieraus ergibt sich die
Behauptung, dass || P, — P|jp —+ 0. O

Beispiel 2.9 (Satz von Glivenko-Cantelli fiir konvexe Mengen). Sei D die Menge aller konvexen
Borelmengen D C RY. Falls

P(OD) = 0 firalle D € D,

kann man mit Hilfe von Blaschkes Auswahlsatz sogar zeigen, dass die Voraussetzung von Korol-
lar 2.8 erfiillt ist. Folglich impliziert dann Bedingung (A) mit G = C}, 1, (X), dass || P, — P||p —
0.

Die Bedingung, dass P(9D) = 0 fiir konvexen Borelmengen D C R, ist beispielsweise erfiillt,

wenn P eine Lebesgue-Dichtefunktion hat.

Wir geben noch ein einfaches Gegenbeispiel, welches zeigt, dass diese Bedingung an P und D
essentiell ist: Sei P die Gleichverteilung auf der (euklidischen) Einheitssphire {z € R? : ||z|| =
1}, und sei P, =n"! > i, dx, mit stochastisch unabhingigen Zufallsvariablen X1, Xo, X3, ...
mit Verteilung P. Fiir die konvexe Hiille D,, von { X1, X», ..., X,,} gelten dann die Gleichungen

N

P,(D,) =1 und P(D,) = 0,

also | P, — P|lp = 1.

2.3 Aufgaben

Aufgabe 2.1. Seien X7, X9, X3, ... stochastisch unabhingige Zufallsvariablen mit Verteilung P
auf N, und sei P, := n~! >, dx,. Unter welcher Voraussetzung an P existiert eine Konstante
C(P) < oo derart, dass

E|B, — P|p < C(P)n~Y? fiiralle n € N?

Vorschlag: Zeigen Sie zunichst, dass fiir zwei beliebige Wahrscheinlichkeitsverteilungen P, () auf
N gilt:

1Q Pl = 5 STIP(R) — QU]

keN

Aufgabe 2.2. Sei (X, d) ein metrischer Raum, und sei f € R¥, so dass f > h, fiir eine Funktion
ho € RY mit L, == ||h||Lip < 00

(a) Zeigen Sie, dass

fo(z) = yigi(f(yHLd(I,y))
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fir L > L, eine Funktion f; € RY mit folgenden Eigenschaften definiert:

inf f(z) < fr < f,

z€X

fL Z h07

fr > h fir jede Funktion b : X — Rmith < f,||A|Lip < L,
I fzlleip < L

(b) Zeigen Sie, dass fiir jedes = € X gilt: f1,(z) ist monoton wachsend in L, und

lim fr(x) = liminf f(y).

L—oo y—x

N

Aufgabe 2.3. Sei (X, d) ein metrischer Raum, und sei f € Cy(X'). Angenommen, (P,), erfiillt
Bedingung (A) mit G = Cy, 1,ip(X). Zeigen Sie, dass dann auch Bedingung (A) mit G = C,(X)

erfiillt ist.

Tipp: Betrachten Sie

[(@) = yig;(f(y)JrLd(%y)),

fr(x) = sup(f(y) — Ld(=,y))
yeX

und verwenden Sie Aufgabe 2.2.

Aufgabe 2.4. Sei (X, d) ein separabler metrischer Raum, und sei
Fr o= {f €R | fllup <1},

die Familie aller lipschitzstetigen Funktionen f : X — R mit Lipschitzkonstante 1. Fiir ein
T, € X sei
P(d(-,x,)) < o0.

Angenommen, (A) ist erfiillt mit

G = CoLip(X) U{d(-,z0)}

Zeigen Sie, dass dann auch
1P, — Pllz, — 0.
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Kapitel 3

Symmetrisierungen

In diesem Kapitel geht es darum, fiir stochastische Prozesse Z auf einer Menge 7 die Supre-
mumsnorm || Z|| = || Z||7 nach oben abzuschiitzen, indem man Z mit geeigneten Prozessen Z

vergleicht, deren Verteilung man mitunter besser handhaben kann.

Um sicherzustellen, dass Zufallselemente wie ||Z||7 messbar sind, nehmen wir stets an, dass 7
abzdhlbar ist. In der Regel kann man sich mit Hilfe eines einfachen Approximationsargumentes
auf diesen Fall zuriickziehen.

3.1 Die erste Symmetrisierung

Oftmals ist ||Z — Z'|| einfacher zu behandeln als || Z||, wenn Z’ eine unabhingige Kopie von Z
ist. Falls eine solche Kopie nicht existiert, kann man den urspriinglichen Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A,TP) mit Z : Q — R7 in den Produktraum (2 x Q, A ® A, IP @ IP) einbetten vermoge

Z(t) (w1, w2) = Z(t)(w1), Z'(t)(wi,wo) == Z(t)(ws).

Das niichste Lemma beschreibt zwei von vielen Mdglichkeiten, wie man von ||Z — Z'|| auf || Z]||

schlieBen kann, wobei Z’ nicht unbedingt die gleiche Verteilung wie Z haben muss.
Lemma 3.1. Seien Z, Z' unabhingige stochastische Prozesse auf T .

(a) Angenommen, es existieren Konstanten ¢, 5 > 0, so dass
P(|Z'(t)] <6) > B
tiir beliebige t € 'T. Dann ist

P(|Z]| >n+6) < B 'P(|Z2-Z'|>n) firallen > 0.

(b) Angenommen, IE Z' existiert in R”. Dann ist
EV(|Zz-EZ|) < EY(|Z-Z)

fiir jede konvexe und monoton wachsende Funktion W : [0, c0) — [0, c0).

19
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Beweis von Lemma 3.1. Fiir Teil (a) sei ohne Einschrankung 7 C N, und sei
r—(2) = m?n{t eT:1Zt)| >n+d} falls||Z] >n+34,
min(7) sonst.

Dann ist 7 eine 7 -wertige Zufallsvariable, so dass || Z|| > 1+ ¢ genau dann, wenn |Z(7)| > n+74.

Nun ist
P(|Z]| >n+6) = P(|Z(7)] > n+ )

= E(1{|Z(1)| > n+})
< EB(H{|Z(n)| >0+ 6}~ P(1Z'(1)| < 6| 2))
= STE(P(1Z()| > n+46,|2'(1)| <6 Z))
- 4 IP(]Z(T|>?7+6]Z’ | <)
< BIP(|Z(r) - Z'(1)| > )
< P(|Z - Z’H>n)

Fiir den Beweis von Teil (b) bendtigt man die Jensensche Ungleichung: Fiir ein Wahrschein-
lichkeitmaB @ auf R mit [ |z|Q(dz) < oo und eine konvexe Funktion 2 : R — R ist stets

h(f zQ(dz)) < [ h(z) Q(dz).
Vermoge ¥ (—r) := U(r) fir r > 0 wird ¥ eine gerade, konvexe Funktion auf R, und

EV(|Z-EZ) = Esup¥(Z(t)-BZ(1)
_ Ejgg‘l’(lE(Z“) ~7'(t) | Z))
IE§27p_IE<\II(Z(t) —Z'(t)) ( Z)
IEIE(ngp\I/(Z(t) —Z'(t)) ( Z)
— BY(Z- 7). s

IN

IN

Erste Anwendung auf empirische Verteilungsfunktionen

Seien X1, Xs,..., X, stochastisch unabhingige, reellwertige Zufallsvariablen mit Verteilungs-

funktion F, und sei F}, die entsprechende empirische Verteilungsfunktion,

n

B(t) = % SO X <1},

=1

P. Massart (1990) bewies folgende Ungleichung fiir ||F), — F|| = || E, — F||g:
P(||F, — F|| >n) < 2exp(—2nn?) fiir beliebige n > 0.

Der Beweis dieser Ungleichung ist sehr technisch. In diesem Abschnitt werden wir mit Hilfe der

ersten Symmetrisierung eine schwichere, doch @hnliche Ungleichung beweisen:

(3.1) P(||F, — F|| >n) < e?exp(—nn?) fiir beliebige n > 0.
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Quantiltransformation. Mit Hilfe eines Standardtricks konnen wir uns auf einen Spezialfall

zuriickziehen. Sei niamlich F~! die Quantilfunktion von F auf (0, 1), das heift,
Fl(u) == min{t e R: F(t) > u}.
Dann gilt fiir beliebige v € (0,1) und ¢ € R:
F_l(u) < t genaudann, wenn u < F'(¢).

Hieraus ergeben sich folgende Tatsachen: Seien Uy, Ua, Us, ... stochastisch unabhingige, nach
U[0, 1] verteilte Zufallsvariablen. Dann sind die Variablen X; := F~!(U;) stochastisch unabhiin-
gig und nach F' verteilt. Definiert man

n

Cn(v) = %21{@ <)

i=1

und G(v) := v fiir v € [0,1], dann gilt mit den speziell konstruierten Zufallsvariablen X; die

Darstellung:
(Fn(t))teR - (én(F(t)))th'
Insbesondere ist

HFn_FH < Hén_GH[O,l]

mit Gleichheit, falls F’ stetig ist.

Symmetrisierung von G,, — G und Spiegelungsprinzip. Mit

2n

A 1

G (v) = - > Ui < v}
1=n+1

ergibt sich aus Lemma 3.1 (b), dass
EV(|Gy - Glloy) < EY(|Gn —Ghllo)

fiir jede monoton wachsende und konvexe Funktion ¥ : [0,00) — [0, c0). Dabei nutzen wir aus,
dass die Funktionen Gn, é;l rechtsseitig stetig sind, so dass die hier auftretenden Suprema iiber

[0, 1] durch Suprema iiber die abzihlbare Menge [0, 1] N Q ersetzt werden konnen.

Aus Symmetriegriinden ist

P (|G — Gl =) < 2IP( sup (Gn, — G (v) > 17) fiir beliebige n > 0.
ve(0,1]

Daher untersuchen wir nun die Verteilung von Sllp[o,l](Gn — G1)). Zu diesem Zweck betrach-
ten wir die Ordnungsstatistiken 0 < Uy < Uy < -+ < Uy < 1 der Zufallsvariablen
Ui, Us, ..., Us,. Die Differenz G, — é% ist eine Treppenfunktion, welche auf |0, U(l)) und
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[Ut2n), 1] den Wert Null annimmt und auf den Intervallen [Uqy, Ugqry), 1 < k < 2n, kon-
stant ist. An der Stelle Uy, 1 < k < 2n, dndert sich ihr Wert um +1 /m oder —1/n, je nachdem,
ob Uy, in der Menge {Uy, ..., Uy} oder {Up 11, ..., Uz, } liegt. Nun betrachten wir das zufillige
Tupel W = (Wy,)2n, € Z{OL2 mit W, := n(G,, — G,)(Uyyy), wobei Uggy := 0. Dieses
Tupel liegt in der Menge

W= fw e Ol g = 0, ug — we | = 1fir 1 < k < 20

und erfiillt die Gleichung Wy, = 0. Am besten stellt man sich ein Tupel w € W als “Zick-
zackpfad”, der die Punkte (0, wp), (1,w1), ..., (2n, wa,) miteinander verbindet, vor; siche Ab-
bildung 3.1. Aus Symmetriegriinden ist W uniform verteilt auf der Menge {w € W : wa,, = 0}.
Folglich gilt fiir £ € {0, 1,...,n}:
A A 1

b 02 ) =
?$E(Gn G,) > - pnax
#{w €W :max w > £, wey, = 0}

#{w €Wt wa, =0}

Um den Ziahler auf der rechten Seite zu bestimmen, verwenden wir nun das Spiegelungsprinzip:

Zu jedem Pfad w € W definieren wir seine Spiegelung w wie folgt:

B {wk falls max;j<j w; < ¢,
Wy, = =

l— (wy — ) =20 —wy, falls max;<jw; > /.

Diese Abbildung w — @ ist eine bijektive Abbildung von W nach W, und zwar ist w = w. Illu-
striert wird sie in Abbildung 3.1 fiir n = 50 und ¢ = 7. Ein Pfad w € W erfiillt die Bedingungen

maxjy<on Wi > £ und wa,, = 0 genau dann, wenn s, = 2¢. Daher ist

R X #Hiw eEW wa, =20
(3:2) IP(?OI’IE(G"_G,")E;?L) - #{{wEW:wzn—O}} N (71247‘1[)/(2:)

Denn w € W erfiillt die Bedingung wy,, = 2¢ genau dann, wenn wy, — wy—1 = 1 fiir genau n + ¢
“Zeitpunkte” k € {1,2,...,2n}.

Eine Abschitzung. Die in (3.2) gegebene Formel ist fiir unsere Zwecke noch zu unhandlich.
Wir verwenden daher folgende Abschitzung fiir £ € {1,2,...,n}:
-1 , 1

<n2—f€>/<2¢7> - (nMT)LiZi—z)! - gni_ll—kz B (1“/”)11_1212

ist gleich

{—1 1 —’L/TL -1
exp<—log(1 +/4/n) + Zlog(l n z/n)) < exp(—log(l +/0/n) — 2Zz/n>
i=1 i=1
= exp(¢/n —log(1+¢/n) — £*/n)
< exp(1 —log(2) — £*/n).
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ANVAYA \
W

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Abbildung 3.1: Ein Pfad w € WV und seine Spiegelung w an einer Horizontalen in Hohe 4.

Dabei verwendeten wir die Abschitzung log((1 — z)/(1 + z)) < —2x fiir x € [0,1) sowie die
Tatsache, dass ¢ —log(1 +¢) monoton wachsend in ¢ € [0, 1] ist. Da supjg (Gn — G') nur Werte

in{0,1/n,2/n,...,1} annehmen kann, ergibt sich hieraus die allgemeine Ungleichung
(3.3) P(|]Gn - @;1]][071] >1n) < exp(l —nn?) fiir beliebige n > 0.
Zuriick zu F,. Fiir den maximalen Fehler |}, — F| = || F},, — F||g wissen wir, dass

EV(|F, - F|) < E¥(|Gn—Grllpy)

fiir monoton wachsende und konvexe Funktionen ¥ : [0, c0) — [0, co). Ferner erfiillt die Zufalls-
variable |G, — G, || [0,1] die Exponentialungleichung (3.3). Aus nachfolgendem Lemma 3.2 ergibt
sich dann die Ungleichung (3.1).

Lemma 3.2 (Kemperman). Seien Y, Z nichtnegative Zufallsvariablen mit folgenden Eigenschaf-

ten: Fiir beliebige monoton wachsende und konvexe Funktionen ¥ : [0, c0) — [0, 00) sei
EV(Y) < EY(Z).

Ferner sei

IP(Z >n) < Dyexp(—Don?) fiir beliebige n > 0

mit gewissen Konstanten D1 > 1 und Do > 0. Dann ist

IP(Y >1n) < Dieexp(—Don?) fiir beliebige n > 0.
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Beweis von Lemma 3.2. Fiir n = 0 ist die Behauptung trivial, also sei 7 > 0. Fiir jede Zahl
0 < ny < n folgt aus der Markov-Ungleichung, dass
E(Y —n,)"
Py =g < B =)
n—"o

Doch y — (y — 1,)™ is monoton wachsend und konvex, weshalb

E(Z —n, +
P(Y >17) < B2 = n)7)
n—"o
1 /°°
_ IP Z — 770 + Z t dt
=" Jo (( ) )
1 oo
_ IP(Z > s)ds
n—"o Jy,
D oo
< 1 exp(—Das?) ds
"o Jn,
D o
_ 1 exp(—Dz(U + (5 - 7]))2) ds
n—="o Jn,
Dy exp(=Da®) [
< = e);PE 77 = / exp(~2Dan(s —n)) ds

exp(2Da1(1 — 110))

= Dl exp(_D2772) 2D2n(77 — )
o

Da die Funktion 0 < ¢ — et /t an der Stelle ¢ = 1 ihren minimalen Wert e annimmt, ergibt sich
fiir ein geeignetes 1), die Ungleichung

P(Y > n) < Dieexp(—Dan?),
sofern 2Dyn? > 1. Doch im Falle von 2Dyn? < 1 ist
Dieexp(—Don?) > Die'/? > 1.

Daher gilt die besagte Ungleichung fiir alle > 0. O

3.2 Die zweite Symmetrisierung

Nun betrachten wir den speziellen Prozess Z,, = Z?:l ¢n; aus Abschnitt 1.3. Seien

¢n17¢n23--'7¢nn7 ¢%1a¢;z2a"'a¢'/nna 61,527"'a§n

stochastisch unabhingig, wobei

L(#i) = L(dni) und L(&) = U{-1,1}.

Die Zufallsfolge (&1, &, .. ., &, ) ist eine sogenannte Rademacher-Folge.
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Die erste Symmetrisierung, angewandtauf Z = 7, —EZ,und 2’ = Z| - E Z) = Z| - E Z,
mit Z), := >, ¢, ., fiihrt zu dem Prozess

ni’

n

Zn =2y = Y (Sni — S)-

i=1

Da fiir alle 7 < n die Prozesse ¢,,; und qﬁ%i identisch verteilt sind, ist mit

( " ///‘) — (d’ma(ﬁ;w) falls & = 1,
ne st ( ;n?qu) falls&:—l,

das Tupel (@)1, ..., ¢n. O, ... ¢ ) genauso verteilt wie (dn1, ..., Gnny Ghyy- - -y Ol ). Des-
halb ist

n

n
Zn=Zyy = ) (bni— ) = Y &ildni — i) = Z5 — 7,
i=1 i=1
wobei

Z° = Zn:&qﬁm- und Z° = Zn:&-%..
=1

i=1
Diese Prozesse Z° und Zfl sind zwar nicht unabhiingig, aber identisch verteilt. Hieraus ergeben

sich folgende Ungleichungen.
Lemma 3.3. (a) Fiir beliebige n > 0 ist

P(|1Zn = Z3ll > ) < 2P (|Z7]| > n/2).
(b) Fiir beliebige konvexe und monoton wachsende Funktionen ¥ : [0, 00) — [0, 0c0) ist
EY(|Z, - Z,|)) < E¥(2(Z;]).
Beweis von Lemma 3.3.. Da ||Z, — Z!|| = 122 — Z2|| < ||Z2|| + || 22, ist

P(|Zn— Zyl 2 n) < P(I1Z7) = 0/2) + P(I1Z7]l = n/2)

= 2P(|Z2] = n/2).
Ferner ist

1 ~
Ev(|Z, - Z,]) < BY(5(212Z)+21Z1))

IN

1 1 -

S BYQIZ) + 5 EP (2| Z])
= EU(2fZ;]). 0
Nach der zweiten Symmetrisierung kann man mit der bedingten Verteilung von Z; gegeben

Onls Pnas - - ., Onp arbeiten. Das heifit, die ¢,,; werden als feste Funktionen auf 7 betrachtet, und
nur noch die ; sind zufillig.
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Zweite Anwendung auf empirische Verteilungsfunktionen

Mit Hilfe beider Symmetrisierungen kann man auch exponentielle Ungleichungen fiir empirische
Verteilungsfunktionen von unabhéngigen Zufallsvariablen X7, Xo, ..., X, mit beliebigen Vertei-

lungsfunktionen F1, Fo, ..., F}, beweisen. Hier hat Fn(a:) den Erwartungswert

Wir wissen, dass
EY(|F, - F) < EYQF)

fiir monoton wachsende und konvexe Funktionen ¥ : [0,00) — [0, 00). Wie wir gleich zeigen

werden, ist
(34) PR|E| > n) < dexp(—nn?/8)
fiir beliebige > 0. Zusammen mit Lemma 3.2 ergibt sich dann, dass

P(||F, — Fp|| > 1) < 4eexp(—nn?/8) fiir beliebige n > 0.

Beweis von (3.4). Es geniigt zu zeigen, dass
P|ES| > 0| X1,..., X,) < dexp(—nn?/8)

fiir beliebige n > 0. Hier kann man leicht zeigen, dass mit den Ordnungsstatistiken X ;) < X(9) <
e < X(n) der Beobachtungen X1, ..., X, gilt:

n
P = 0| X1 Xn) = P(sup| Y 1K < ),
z€eR ',

Znn/Qle,...,Xn)

< IP( ‘max Wy > m]/Z),

k=0,1,....,n

wobei Wy := 0und W}, := Zle & fiir 1 < k < n. Mit Hilfe des Spiegelungsprinzips kann man
zeigen, dass
]P( ‘max Wy > m7/2) < 41P(W,, > nn/2),

=0,1,...,n

sieche auch Aufgabe 3.5. Aus der Hoeffding-Ungleichung, die in Kapitel 4 hergeleitet wird, ergibt
sich, dass IP(W,, > 7) < exp(—~2/(2n)) fiir beliebige v > 0. Mit  := nn/2 ergibt sich dann
die Behauptung. O

3.3 Entsymmetrisierung

Eine naheliegende Frage ist, ob die Abschitzungen bei den zwei Symmetrisierungen sehr konser-
vativ sind. Mit anderen Worten, haben ||Z,, — IE Z, || und || Z?2|| dhnliche Eigenschaften? Zumin-
dest im Falle von Prozessen ¢,,; mit identischen Erwartungswerten kann man folgende Aussagen

machen.
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Lemma 3.4. Angenommen, die Prozesse ¢n1, ®n2,...,onn haben ein und denselben Erwar-
tungswert in R7, also IE ¢,; = IE Z,,/n. Dann gilt fiir jede konvexe und monoton wachsende

Funktion ¥ : [0, 00) — [0, 00) sowie eine beliebige Zahl 0 < A < 1:

1 (0]
B (312, -B2]) < Bv(1Z)

2 IR DR
< AEY(Z|Z,-EZ, 1-VNEY ( — == EZ) ).
< amv (3 1)+ a-new (2 [E2E e )

Speziell fiir ¥ := id ergibt sich eine einfache Ungleichungskette.

Korollar 3.5.
1 n
SEIZ B2 < BIZ < 2|20~ EZa|+E|Y &/n| | E Z|
i=1
1
< 2HE”211_‘H322J‘+';7ZJ’H3£LJL

Falls also || IE Z,,|| = o(y/n),dannist IE || Z, —IE Z,, || = o(1) genau dann, wenn IE || Z2|| = o(1).

Beweis von Lemma 3.4.. Die erste Ungleichung folgt aus den Symmetrisierungslemmata 3.1 und
3.3 mit ¢)(r) := t(r/2) an Stelle von t)(r). Fiir die zweite Ungleichung seien I := {i < n : & =
1Jund J:={j <n:&{ =—-1} ={1,...,n} \ I. Dann ist

Zy = Zfz’(¢m—E¢n1)+Z&E¢n1
i=1

=1
= D (Gni —Edn1) =Y (¢nj — Edn) + Yo EZ,
el JjeJ
= Z()— Zy+ Yo EZy,

wobei Yn = Z?:l £Z/n und Z(M) = ZZeM(anl - IEqbnl) Doch Zn — IEZn = Z(]) + Z(J),
und Z(y), Z( sy sind stochastisch unabhingig und zentriert, gegeben /. Man kann also das Symme-
trisierungslemma 3.1 auf die bedingte Verteilung von (7, Z’) = (Z(1), —Z () beziehungsweise
(Z,2") = (Z), —Z(1)) gegeben I anwenden und erhilt

A 2 A 2 1V,
o < - - - - . =
pez) < 3E(31z0l) + 5B (F1200) + 0 - VEY({LEZ)
A 2 A 2
< SEV <)\\|Z(1) + Z(J)”) +5EY <)\”Z(J) + Z(I)!)

Yy
+(1-NET (J_'A”]EZYLII)

|Ya
1-A

2
= A]E\II<A||ZH—IEZn||)+(1—)\)IE\I/< ||IEZn||>.
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3.4 Mehr Details zum uniformen empirischen Prozess

Wegen der besonderen Bedeutung von empirischen Verteilungsfunktionen stellen wir noch wei-
tere Uberlegungen hierzu an, auch wenn diese nichts mit Symmetrisierungen zu tun haben. Wir
betrachten stochastisch unabhédngige Zufallsvariablen Uy, Us, . .., U, mit uniformer Verteilung
auf [0, 1]. Ordnet man diese der GroBe nach, so erhilt man die n Ordnungsstatistiken Uy, 1) <
U2y < -+ < Uy,n)- Man kann leicht zeigen, dass die Verteilung des Vektors (U(n,i))lgign die
Dichtefunktion

u = flu) = nll{0<u <ug <--- <uy <1}

beziiglich des LebesguemalBies auf R™ hat. Eine andere, bisweilen sehr niitzliche Darstellung ist
die folgende: Seien Y7, Yo, Y3, . .. stochastisch unabhingige, standardexponentialverteilte Zufalls-
variablen; das heiBt, IP(Y; > t) = et fiir t > 0. Dann ist

k n
- Y
(3.5) (Ui gy =2 (Zéliyz ) :
Zj:l J/) k=1
Insbesondere gilt fiir den Vektor der “Spacings” U(,, ) — U -1y, 1 <k <n+1:

n+1
n+1 Y
(36) (U(n,k’) U(n k— 1))k 1 — L (Zn+1 Y ) )

wobei Uy, gy := 0 und Uy, 5,41y := 1. Hieraus kann man beispielsweise ableiten, dass

i t .o
o Ip<k=1f§-l-?n+1(U(”v’f> ~ Upn-1)) > ?) — exp(—t) firallet >0,
und dass
n
oY |<hent1 (Utnpy = U(”vk—l))@ —p L.

Beweis von (3.5).. Es geniigt zu zeigen, dass der Vektor (U( k) — U(n,kfl))zﬂ genauso verteilt
ist wie (Y3, /Y, )p_,, wobei Y, := S "*1Y;. Die lineare Abbildung

R">u +— (ug,ug —ujp,us — Uy ..., Uy — Up—1) € R"
hat Determinante 1. Daher ist der Vektor (U, k) — Utn,k—1)) ., nach der Dichtefunktion
z — g(x) = nll{zeX}
auf (0,1)" verteilt, wobei
n
5 = {x €0,y < 1}.
i=1
Der Vektor Y := (V;)!"!]" ist nach der Dichtefunktion

y = h(y) = exp(-y4)
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auf (0, 00)™ "1 verteilt. Die Abbildung 7" : (0, 00)"*1 — ¥ x (0, 00) mit
YL Y2 Y
T(y) = (77 IEEREE) iv y+)
Y+ Y+ Y+
ist bijektiv. Ihre Umkehrabbildung ist gegeben durch

n

T_l(:r:) = T, (ﬂ:l,xg,...,$n, 1—2:&).

i=1
Insbesondere sind 7" und 7! stetig differenzierbar, und
Tn+1 0 s 0 I1
0 Tn+1 L2
1 .
DT (x) = . 0
0 cee 0 Tnt1 Tn,
—Tp41 —Tpgl o —Tpyl | LD T

Addiert man nun die ersten n Zeilen zur letzten, dann zeigt sich, dass
det(DT~(x)) = al',;.
Folglich ist der Zufallsvektor 7'(Y") € ¥ x (0, co) nach der Lebesgue-Dichtefunktion
= §lx) = |det(DT (@) AT (@) = s exp(~zat1)

verteilt. Doch man kann schreiben

Ty exp(—Tp41)
n!

9(z) = g(z1,20,...,2,) -

Dies zeigt, dass der Zufallsvektor (Y}, /Y, )}_, und die Zufallsvariable Y, stochastisch unabhin-
gig sind. Dabei ist (Y}/Y,)}_; nach der Dichtefunktion g verteilt, und Y7 ist gammaverteilt mit
Parameter n + 1; siehe auch Aufgabe 3.7. O

3.5 Aufgaben

Aufgabe 3.1. Warum wird eine Verteilung P auf R durch ihre Verteilungsfunktion F' eindeutig

charakterisiert?

Aufgabe 3.2. Zeigen Sie, dass eine Verteilungsfunktion F' rechtsseitig stetig und die entsprechen-
de Quantilsfunktion F~! linksseitig stetig ist.

Aufgabe 3.3. Zeigen Sie, dass im Falle einer stetigen Verteilungsfunktion F' gilt:

/ W(En(t), F(1) F(dt) =¢ / W(Con), ) dus,
R

[0,1]

/ W(En (), F(1)) Eu(dt) = / W(Gin (1), ) G ()
R

[0,1]

fiir messbare Funktionen & : [0,1]% — [0, 00).
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Aufgabe 3.4. Berechnen Sie im Falle einer stetigen Verteilungsfunktion F' den Grenzwert von
IP(\/ﬁsupR(Fn —F)> n) fiir festes n > 0.

Aufgabe 3.5. Seien Wy := Ound W}, := Zle & firk € {1,...,n} mit einer Rademacherfolge
&1, ..., & Zeigen Sie mithilfe des Spiegelungsprinzips, dass

> = >
IP(O?%L W, > b) P(W,, > b) + IP(W, < b)

fiir beliebige Zahlen b € N.

Aufgabe 3.6. Beweisen Sie die Aussagen (3.7) und (3.8) iiber minimale und maximale Spacings.
Aufgabe 3.7 (Gamma- und Beta-Verteilungen). Die Gamma-Verteilung mit Parameter a > 0 ist
definiert als die Verteilung mit Dichtefunktion

a—1

% exp(—x)

(0,00) 2 — T'a)

Dabei ist ['(a) := [, 2%~ ! exp(z) da.

Die Beta-Verteilung mit Parametern a, b > 0 ist definiert als die Verteilung mit Dichtefunktion

71(1 _ x)bfl
B(a,b)

0,1) >z

Dabei ist B(a, b) fo 1 —2)b " da.

(a) Seien X und Y stochastisch unabhéingig und gammaverteilt mit Parameter a bzw. b. Zeigen
Sie, dass X/(X 4+ Y) und X + Y stochastisch unabhéngig sind, wobei X /(X + Y) betaverteilt
ist mit Parametern a und b, wéhrend X + Y gammaverteilt ist mit Parameter a + b. Betrachten Sie

hierfiir die Transformation

(0.00) x (0,00) 3 (w9) = T(wy) 1= () € (0,1) x (0, 00)
Zeigen Sie ferner, dass
_ (@)
(3.9) B(a,b) = T(ath)

(b) Berechnen Sie mit Hilfe der Gleichung (3.9) sowie der bekannten Formel I'(a + 1) = al'(a)

den Erwartungswert und die Varianz einer betaverteilten Zufallsvariable.

(¢) Zeigen Sie, dass die Ordnungsstatistik Uy, ;) betaverteilt ist mit Parametern ¢ und n + 1 — 3.

Bestimmen Sie ihren Erwartungswert und ihre Varianz.
Aufgabe 3.8. Sei F' eine stetige Verteilungsfunktion auf R.

(a) Berechnen Sie den Erwartungswert von
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(b) Berechnen Sie den Erwartungswert von

wobei F, := n(n+ 1)~ F},.

Hinweis: Betrachten Sie die Ordnungstatistiken X(,, ;) =2 F LU (n,i))' Verwenden Sie nun Auf-
gabe 3.7 (¢).
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Kapitel 4

Univariate Exponentialungleichungen

In diesem Kapitel geht es darum, Wahrscheinlichkeiten von Abweichungen einer reellwertigen

Zufallsvariable von ihrem Erwartungswert abzuschitzen.

4.1 Die allgemeine Vorgehensweise

Zunichst sei an die Markov-Ungleichung erinnert, wonach IP(+Y > n) < IE(Y'*) /7 fiir reelle
Zufallsvariablen Y und Konstanten 7 > 0. Diese Schranke ist oft sehr konservativ. Ersetzt man
jedoch +Y und 7 durch e und e mit » > 0, also

[Eexp(£rY)

P(xY >n) = P(exp(£rY) > exp(rn)) <
(£Y =) = Pexp(rY) > exp(ra)) < = B
dann ist die resultierende Schranke oftmals erstaunlich préizise, wenn man r > 0 geeignet wihlt.

Dies demonstrieren wir zunéchst fiir eine standardnormalverteilte Zufallsvariable Y. Bekanntlich
ist )
exp(—n°/2)

P(£Y > 1) = N

(1+0(1)) = exp(—n*/2+o(n?)) (n— o).

Andererseits ist
P(£Y >n) < in](?] Eexp(xrY)/exp(rn) = ing exp(r?/2 — ) = exp(—1°/2)
r> >

fiir beliebige n > 0.
Andere Beispiele werden in den Aufgaben 4.3 und 4.4 behandelt. Dabei hilft das folgende allge-

meine Resultat.
Lemma4.1. SeiY eine reellwertige Zufallsvariable. Mit (t) := log IE exp(tY') € (—o0, o0] sei
K < oo in einer Umgebung von 0. Dann gilt fiir beliebige y € R,

P >y) < exp(=K(y)) firy>IEY),

P(Y <y) > exp(=K(y)) firy <IE(Y),
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wobei

K(y) = Sup (ty — k(t)).

Die Theorie der GroBen Abweichungen (large deviations) erklért genauer, weshalb dieses Lemma

zu recht prizisen Abschitzungen fiihrt, sobald Y ein Stichprobenmittelwert ist.

Beweis von Lemma 4.1. Wir setzen folgende Tatsachen als bekannt voraus: Ist ;s ein Maf} auf R
und g : R — R messbar, dann ist die Menge O aller t € R mit [ e"|g(z)| p(dz) < oo ein
Intervall. Auf © definiert §(¢) := [ e"*g(z) u(dx) eine stetige Funktion, und auf dem Inneren von
© ist g unendlich oft dlfferen21erbar mit k-ter Ableitung §(* = [ez kg(z) p(dr). Wendet
man dies auf die Funktion « an, also p = £(Y ) und g = 1, dann ergeben sich folgende Aussagen,
siehe auch Aufgabe 4.2:  : R — (—o00, 00] ist auf © = {k < oo} stetig und auf dem Inneren von

O unendlich oft differenzierbar. Fiir einen inneren Punkt ¢ von © gelten die Formeln
K'(t) = E(Y;) und £"(t) = Var(¥y).
Dabei ist Y; eine Zufallsvariable mit Dichtefunktion f; beziiglich £(Y), namlich f;(z) = e!*=*®),

Insbesondere ist  eine konvexe Funktion mit x(0) = 0, '(0) = IE(Y) und £”(0) = Var(Y").

Nun zur eigentlichen Aussage: Fiir y € R ergibt sich aus der Markov-Ungleichung, dass

>y) < i —ty) = i —ty) = — — .
PY >y) < yzl(f)IEexp(tY ty) inf exp(r(t) — ty) exp( sup (ty f@(t))>

Doch t — ty — k(t) ist eine konkave Funktion mit Ableitung y — IE(Y") an der Stelle t = 0. Wenn
also y > IE(Y'), dann ist ty — k(t) < 0 = Oy — x(0) fiir alle t < 0, so dass sup;~(ty — x(t)) =
supger (ty — #(t)) = K(y).

Analog ist

< < i — =] — — — _
Py <y) < inf Bexp(tY —ty) = inf exp(x(t) — ty) exp( igg“y fﬁ(t))>,

und im Falle von y < IE(Y') ist sup,<o(ty — £(t)) = supyer(ty — £(t)) = K(y). O

4.2 Die Ungleichungen von Hoeffding und Bennett

Satz 4.2 (Hoeffding 1963). Seien Y1, Ys,...,Y,, stochastisch unabhéngige, reellwertige Zufalls-
variablen derart, dass
]E(Yi):() und CLZSngbz

mit Konstanten a; < b;. Dann ist

9 2

n
n §
IP( Y->>< 1"\ firallen > 0.
2z —e"p( z;;lwi—ai)?) arafen
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Korollar 4.3. Fiir beliebige reelle Zahlen cy, ca, . .., c, und n > 0 ist

P(‘;fici ZU) < 2€XP<—W>-

Dabei ist &1, &, . . ., &, eine Rademacherfolge wie in Kapitel 3. U

Das Korollar folgt aus Hoeffdings Ungleichung, angewandt auf Y; := +&;¢; und (a;,b;) :=
(—ci, ci). Man beachte, dass > 1 | ¢7 gleich der Varianz von Y I, &c; ist. Hier ist eine allge-
meine Exponentialungleichung, welche explizit Varianzen beriicksichtigt:

Satz 4.4 (Bennett 1962). Seien Y1, Ys,...,Y, unabhingige, reellwertige Zufallsvariablen, so
dass

EY;)) =0 und YV; < M < oo firl <i<n.

Ferner sei ) ;" ; Var(Y;) <V < oo. Dann ist

- n* L/ Mn
IP( Y, > )< ——B(—) fiir beliebige > 0,

; i>n) < exp< Y v iir beliebige 1

wobei
Blz) = (1+2x)log(l+x)— z
x2/2
Korollar 4.5. Seien Y1, Y5,...,Y, unabhingige, identisch verteilte Zufallsvariablen mit
E(Y;)) =0, Vi <M < oo und Var(V;) < ¢? fiirl <i<n.

Dann ist

1 " n? nM
IP( Y, > ) < exp(—B( )> fiir beliebige 1) > 0.
Vno? ; P 2 no? &l

Wie wir gleich sehen werden, ist lim,_,o+ B(x) = 1. Korollar 4.5 zeigt also, dass fiir die Summe
(no?)~1/23°" | Y; dhnliche Ungleichungen gelten wie fiir eine standardnormalverteilte Zufalls-

grofe.

Fiir die nachfolgenden Uberlegungen und Beweise erinnern wir an eine besonders niitzliche Versi-
on der Taylor-Entwicklung: Sei [ ein offenes Intervall mit 0 € 7, und sei f : I — R eine zweimal

stetig differenzierbare Funktion. Dann gilt fiir beliebige x € I die Formel
x
f(x) = f0)+ f'(x)z ~|—/ (x —s)f"(s)ds
0

1
4.1) = f(0) —|—f’(0)a:—|—:v2/0 (1 —u)f"(zu) du.

Anmerkung 4.6. Die Funktion B(-) in Satz 4.4 kann man man fiir beliebige x > —1 definieren,

wobei B(0) = 1, und es gilt die Darstellung

1
1—
B(az)z?/ Y du
0 1+$u
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Dies ergibt sich aus (4.1) mit f(z) := (1+ ) log(1 + ) — z fiir z > —1 und den Tatsachen, dass
f(0) =0, f'(z) =log(l + z), f/(0) = 0und f"’(z) = 1/(1 + x). Aus dieser Integraldarstellung

ergeben sich folgende Eigenschaften:

e B(x) ist stetig und monoton fallend in z > —1.

e 2 B(x) ist monoton wachsend in z > 0.

Ausserdem gilt die Entwicklung

B(z) = (24 0o(1))log(z)/z fiir x — oc.

Die obige Integraldarstellung von B(z) kann man auch deuten als

B(z) :]E< ! )

142U

mit einer Zufallsvariable U ~ Beta(1,2). Da IE(U) = 1/3, ergibt sich aus der Konvexitit von
u+— 1/(1 + zu) und der Jensen-Ungleichung, dass

1
14+x/3

B(x) >
Setzt man dies in Korollar 4.5 ein, so erhilt man die Bernstein-Ungleichung.

Eine wesentliche Zutat fiir die Hoeffding-Ungleichung ist folgende Momentenungleichung:
Lemma 4.7 (Hoeffding 1963). Sei Y eine reellwertige Zufallsvariable mit IE(Y) = 0 und Y €
[a, b] fiir Konstanten a < b. Dann ist

t2(b —a)?

logIEexp(tY) < fiir beliebige t € R.

Beweis von Lemma 4.7. Ohne Einschrinkung sei ¢ < 0 < b. Denn a > 0 oder b < 0 ergibe
einen Widerspruch zu IE(Y) = 0, und @ = 0 oder b = 0 wiirde implizieren, dass ¥ = 0 fast

sicher.

Aus der Konvexitit der Exponentialfunktion folgt, dass

b—-Y Y —
exp(tY) = exp(b_ata+ b—;tb)
b—-Y Y —-a
<
< b_aexp(ta)—i- — exp(th),
und wegen IE(Y') = 0 ist

logIEexp(tY) < lo ( b exp(ta) + % ex (tb))
g E exp < log(,——exp ;T OXP

= —uX+log(l— A+ Ae¥)
— L),
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wobei A := —a/(b—a) € (0,1) und u := t(b — a). Nun ist aber

L(0) = 0,
r = A+ — d L'(0) =0
(u) +( )euﬂ wnd L/(0) = 0,
L'(u) = (1- ) < 1/4
) 1—)\+)\e 1—)\+)\eu <V
wegen der bekannten Ungleichung x(1 — z) < 1/4 fiir beliebige = € R. Folglich ist nach der

Taylorschen Formel
L(u) = L(0) 4+ uL'(0) + v?L"(u*)/2 = w*L"(u*)/2 < u?/8 =t*(b—a)?/8
mit einer geeigneten Zwischenstelle u* € R. O

Beweis der Hoeffding-Ungleichung. Nach der Markov-Ungleichung ist
n n n
P(£> Yz n) < exp(~tn) Bexp(+t Y Vi) = exp(~tn) [[ Bexp(v))
i=1 i=1 i=1
fiir beliebige ¢ > 0. Nach Lemma 4.7 ist die rechte Seite nicht groBer als

exp(—tn) Hexp(tQ(bZ- — ai)2/8) = exp(—tn +¢2 Z:(bz - ai)z/S).
i=1

i=1

Fiir t = 4n / S, (bi — a;)? ergibt sich dann die gewiinschte Abschitzung. O

Beweis der Bennett-Ungleichung. Indem man Y3, ..., Y,, V und n durch Y1 /M, ..., Y, /M,
V/M? und 1/M ersetzt, kann man die Behauptung auf den Fall M = 1 zuriickfiihren. Sei also

Y, < 1fiir1 <i < n. Wie wir spiter zeigen werden, ist
n

4.2) Eexp(tY_¥;) < exp(V(e! —1-1) fiirallet > 0.
i=1

Nun folgt aus der Markov-Ungleichung, dass

A

]P(;EZn) < %ggexp(V(et—l—t)—tn)

= exp(V(e —1—1t,) —ton) (mit t, = log(1+ n/V))
2

- ol 25(2))

Beweis von (4.2). Sei h(z) := ¢* — 1 — . Da Eexp(} 1, tY;) = [[, IEexp(tY;), geniigt
es zu zeigen, dass fiir beliebige ¢ > 0 und Zufallsvariablen ¥ mit IE(Y) = 0, Y < 1 und
E(Y?) < 0? < oo gilt:

(4.3) Eexp(tY) < exp(c?h(t)).
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Aus IE(Y') = 0 folgt, dass
Eexp(tY) = 1+ IEA(tY).

Nun ist 2(0) = 0, h'(z) = ¢ — 1, K'(0) = 0 und h”(z) = €. Daher ergibt sich aus (4.1) die
Darstellung

1
h(z) = 2%g(x) mit g(z) = /0 (1 —u)e™ du.

Offensichtlich ist ¢ monoton wachsend, so dass
EA(tY) = E(?Y%g(tY)) < E(*Y?g(t) = E(Y?)h(t) < o?h(t).

Nun folgt die behauptete Ungleichung (4.3) aus der Tatsache, dass 1 + z < exp(z) firz € R. [

4.3 Massenkonzentration

Die vorangehenden Exponentialungleichungen kann man unter anderem dazu benutzen, die Ab-
weichungen eines Stichprobenmittelwertes von seinem Erwartungswert abzuschétzen. Inzwischen
gibt es jedoch eine umfangreiche Literatur iiber das allgemeinere Phinomen der Massenkonzen-

tration (concentration of measure). Hier ist eines der ersten Resultate in diese Richtung:

Satz 4.8 (Azuma—McDiarmid). Seien X1, X», ..., X, stochastisch unabhingige Zufallsvaria-

blen mit Werten in (X, B), und sei H : X — R eine messbare Funktion derart, dass

(4.4) |H(z) — H(y)| < Y 1{a; #yi}e; fiir beliebige x,y € X"

i=1

mit gewissen Konstanten c1,ca, . ..,c, > 0. Dann erfiillt Y := H(Xy,...,X,) die Ungleichun-

gen

fiir beliebige n > 0.

Anmerkung 4.9. Hier ist eine von vielen moglichen Anwendungen des Satzes 4.8: Die Zufallsva-
riablen X1, Xs, ..., X, seien stochastisch unabhéngig mit Verteilung P auf (X, B). Fiir beliebige

Familien F von messbaren Funktionen f : X — [0, 1] gilt dann:
IP(\ 1P, — Pllr =[P, — Pl #| > n) < 2exp(—nn®/2) fiir beliebige n > 0,

sofern || P, — P||> messbar ist. Die Standardabweichung von ||P,, — P|| 5 ist also stets von der
GroBenordnung O(n~'/2), selbst wenn IE | P, — P|| 7 langsamer oder gar nicht gegen Null kon-
vergiert. Dies folgt aus Satz 4.8, angewandt auf H (X1, X, ..., X,) := ||P, — P||#, denn diese
Funktion erfiillt Ungleichung (4.4) mit ¢; := 1/n.
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Beweis von Satz 4.8. Fiir ganze Zahlen a,b sei Xq = (X;)2_,,falls 1 < a < b < n, und

i=a’

ansonsten X, := (). Dann definieren wir die Zufallsvariablen
Vi, = B(Y | X1x) fir0 <k <n,
alsoY, =Y = H(Xy.,), Yo = EH(X1.,) und
= /H(Xlzk, 2) Pyy1.p(dz) fir0 < k <n,
wobei P, := Xgp. Fir 1 < k < n gilt:
E(Yy| X16-1) = Ype1 und |Yy — Y1 < .
Denn mit Py, := Py, gilt:

Yn - Xln 17X )7

Y, = //H (X1 1 9) Paldy),

Yo=Y 1 = // Xln 1, X ) H(Xlznflay))Pn(dy)

€ [—cn,cnl,

also

und fir 1 < k < nist

Y, = /H(Xl:k—lanaZ) Pyt1:n(dz),

Y1 = //H(Xlzk—layaz)Pk—i—l:n(dZ)Pk(dy)a

also

Vi - Y1 = // (X1—1, Xp, 2) — H(X1:5-1, 9, 2)) Poy1:n(dz) Pr(dy)
€ [—ck, ckl-
Hieraus folgt, dass
(e 0Y0)) = [ (etYi-1-Y0) otV =Yi-1))
= BB Y00 | x )

— E(et(Yk—1—Y0) ( t(Yy—Yj—1) ‘Xlzk—l))
< IE(et(Yk,l—Yo)) t262/2

gemill Lemma 4.7, angewandt auf die bedingte Verteilung von Yy — Y31, gegeben X1.;_1. Wen-

det man dies induktiv fiir k = n,n — 1,n — 2,...,2,1 an, so ergibt sich die Ungleichung
n
lE(et(Y"_YO)) < exp (t2 Z cz/2>,
k=1

und man kann wie im Beweis von Satz 4.2 argumentieren. O
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4.4 Aufgaben

Aufgabe 4.1. Sei Y standardnormalverteilt. Zeigen Sie, dass

P(Y >n) < exp(—1°/2)/(2+n)

fiir beliebige n > 0.

Aufgabe 4.2. Sei Y eine reellwertige Zufallsvariable mit IE exp(tY) < oo fiir alle ¢ in einer
Nullumgebung.

(a) Sei x(t) := logIEexp(tY). Zeigen Sie, dass x auf dem Intervall {x < oo} stetig und auf
seinem Inneren unendlich oft differenzierbar ist. Zeigen Sie, dass fiir einen inneren Punkt ¢ von
{k < oo} gilt:

K (t) = IE(Y;) und K"(t) = Var(Yy).

Dabei ist Y; eine Zufallsvariable mit Dichtefunktion f; beziiglich £(Y"), namlich f;(z) = et*—#(®),

(b) Sei IE(Y) = 0, und seien Y7,Y5,...,Y,, unabhingige Kopien von Y mit arithmetischem
Mittelwert Y,,. Zeigen Sie, dass

log IP(4Y,, > ¢)
n

< —K(+e) fiirallee >0,

wobei

Zeigen Sie ferner, dass

sofern Var(Y') > 0.
Aufgabe 4.3 (Chernoff-Ungleichungen).
(a) Zeigen Sie, dass fiir p € (0, 1) und ¢ € [0, 1] folgende Ungleichung gilt:

q 2
> 2(p — .

q
U(p,q) = qlog}; + (1 —¢q)log

(b) Sei X = n! >, X, mit stochastisch unabhingigen Zufallsvariablen X; € [0, 1], wobei

p:=IE(X) € (0,1). Zeigen Sie, dass

ﬁg? § Z; } < exp(—n¥(p,q)) falls { Zii?

Aufgabe 4.4. Berechnen Sie Exponentialungleichungen fiir P(Y > y), wenn y > IE(Y'), und
P(Y <y),wenny < IE(Y), im Falle einer Gamma- beziehungsweise Poisson-verteilten Zufalls-

variable Y.
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Aufgabe 4.5. Berechnen Sie Exponentialungleichungen fiir IP(Y > y), wenn y > IE(Y'), und
P(Y <vy),wenny < IE(Y), im Falle einer Beta-verteilten Zufallsvariable Y.

Hinweis: Stellen Sie Y ~ Beta(a, b) dar als V/(V + W) mit stochastisch unabingigen Zufalls-
variablen V' ~ Gamma(a) und W ~ Gamma(b). Schreiben Sie dann Ungleichungen der Form
Y >roderY <rals(1—r)V —rW > 0 beziechungsweise (1 — )V —rW < 0.

Aufgabe 4.6 (Eine weitere Ungleichung von Hoeffding). Wie in Aufgabe 4.3 sei X der Mit-
telwert von stochastisch unabhéngigen Zufallsvariablen X1, Xo,..., X,, € [0,1], und sei p :=

IE(X) € (0,1). Ferner sei Y ~ Bin(n, p). Zeigen Sie, dass
Ey(X) < E¢(Y/n)

fiir beliebige konvexe Funktionen ¢/ : R — R.

Vorschlag: Zeigen Sie zunidchst durch Bedingen auf alle bis auf einen Summanden X, dass es
geniigt, den Fall von Bernoulli-Variablen X; ~ Bin(1,p;) zu betrachten. Zeigen Sie dann, dass
IE ¢)(X) zunimmt, wenn man zwei beliebige Wahrscheinlichkeiten p; und p; durch ihren Mittel-

wert (p; + p;)/2 ersetzt.
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Kapitel 5
Mengenindizierte empirische Prozesse

~

Nun untersuchen wir (P, (D))pep mit einer Familie D von messbaren Teilmengen von X'. Wir
setzen generell voraus, dass D punktweise separabel im folgenden Sinne ist. Es gibt eine abzéhl-
bare Teilmenge D, von D, so dass fiir alle D € D eine Folge (Dy ) in D, existiert mit

klim 1p,(z) = 1p(z) firallex € X.
— 00

Unter dieser Bedingung ist

lvllp = lvip,

fiir jedes endliche signierte MaB v auf X. Schreibt man némlich v = v* — v~ mit endlichen

MaBen v+, v~, dann folgt aus dem Satz von der majorisierten Konvergenz, dass
lv(D) —v(Dy)| < (v + 1/_)(|1D — 1Dk|) — 0 (k— o).

Daher kann man die Resultate aus Kapitel 3, welche eine abzihlbare Indexmenge voraussetzen,

anwenden.

5.1 Glivenko-Cantelli-Klassen

Das erste Ziel ist, notwendige und hinreichende Bedingungen zu finden, unter welchen ||1f’n —
P||p —p 0. 1In letzterem Falle nennt man D eine Glivenko-Cantelli-Klasse fiir P. Zundchst halten

wir fest, dass folgende drei Aussagen dquivalent sind:

(5.1) |Pn—Pllp —p 0;
(5.2) E|P,—Plp — O
(5.3) E|Pp — o

Dabei ist P := n~1 > &dx, mit einer von (X;); unabhingigen Rademacherfolge (&;);. Die
Aquivalenz von (5.1) und (5.2) folgt aus der Tatsache, dass || P, — P||p stets kleiner oder gleich

43
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Eins ist. Denn fiir beliebige Zufallsvariablen Y mit Werten in [0,1] und 0 < ¢ < 1 gelten die
Ungleichungen

P(Y>e¢) <E(Y)/e und IEY) < e+ (1—¢P(Y >e).

Die Aquivalenz von (5.2) und (5.3) ergibt sich aus den Symmetrisierungsungleichungen in Korol-
lar 3.5, wonach

E||P, - Pllp/2 < E|Ffllp < 2E|P, - Pllp +n "2

Zunichst beweisen wir eine hinreichende Bedingung, die auf der folgenden Zufallsgrofle beruht:
A, == #{DnAX,:D e D},

wobei

X, = {X1,Xa,...,Xn}.

Diese Zahl A,, ist stets kleiner oder gleich 2.

Satz 5.1. Konvergiert log(A,,)/n in Wahrscheinlichkeit gegen Null, so ist die Mengenfamilie D
eine Glivenko-Cantelli-Klasse fiir P.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass (5.3) erfiillt ist, sofern log(A,,)/n —, 0. Wegen || P2|p < 1

ist nur zu zeigen, dass

P(|Ellp > €) — 0

fiir eine beliebige feste Zahl € > 0. Wegen
P(IP7llp > €) = EP(|Flp > €| X1,..., Xn)
geniigt es zu zeigen, dass
P(|1P2)lp > €| X1,..., Xn) —p 0.

Nun ist

. 1 &
Pllp = max’— &a;
H TL” aeAn n; 1Y
mit der zufilligen Menge A, := {(lp(Xi), : D € D}, die aus A,, Vektoren in {0,1}"
besteht. Ferner folgt aus Korollar 4.3, dass

IP()i;sa

2
Ze‘Xl,...,Xn) < 2exp(—"7€) fiir alle a € {0,1}".
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Folglich ist

n
PPl = ¢| X1, Xa) = S P([n7 Y] = e| X, X))
acAy, 1=1

7’L€2

< 2An exp(—T)

= 2exp (—n(i — lognAn>>

—p 0.

O]

Beispiel 5.2 (Rechtecke im R?). Sei D die Menge aller achsenparallelen Rechtecke im R¢. Dann
ist
. 1)\ d
&1§1+(ﬂ£ij),
2
Denn jede nichtleere Menge D N X, mit D € D lisst sich schreiben als

~

[(ll,bl] X [ag,bg] X oo X [ad,bd] n X,

mit Zahlen a; < b; aus der Menge {X(j), ..., X, (j)}. Dabei bezeichnet X;(j) die j-te Kompo-
nente von X;. Nach Satz 5.1 ist also D eine Glivenko-Cantelli-Klasse fiir beliebige Wahrschein-
lichkeitsmalie P.

Beispiel 5.3 (Halbriume im R?). Sei D die Menge aller abgeschlossenen Halbriume im R?, also
aller Mengen der Form {z € R? : 'z < 7} mit einem Vektor u € R?\ {0} und einer reellen
Zahl r. Auch diese Familie ist eine Glivenko-Cantelli-Klasse fiir beliebige Verteilungen P. Denn

im Falle von n > 2 ist stets

A, < 2n(n—1).
Um dies nachzuweisen, betrachten wir einen beliebigen Halbraum D = {x : 2 < r}. Die Zahl
r konnen wir so wihlen, dass uTXi = r fiir mindestens einen Index . Falls dies fiir genau einen
Index ¢ der Fall ist, konnen wir den Richtungsvektor u noch gegen den Uhrzeigersinn drehen, bis
erstmalig v’ X ; = r fiir einen weiteren Index j # 4. Die urspriingliche Menge D N X, entspricht
jetzt der Menge D N X, mit einem nicht notwendig abgeschlossenen Halbraum D der folgenden
Form: Sein Rand wird von zwei verschiedenen Punkten X}, X, aus X, aufgespannt, und (9D)ND

st von der Form
{1 =t)Xp+tX,:t <0} oder {(1—1)Xr+1tXy:teR}.

Ferner liegt das Innere von D auf der rechten Seite von der Verbindungsgerade von X, und X/,
wenn man in Richtung X, — X}, schaut. Nun gibt es maximal n(n — 1) Moglichkeiten ein Paar
(Xk, X¢) von zwei verschiedenen Datenpunkten auszuwéhlen, und dann muss man sich noch fiir

eine von zwei Versionen von (9D) N D entscheiden. Also ist A,, < 2n(n — 1).
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Die Bedingung an A,, in Satz 5.1 ist nicht nur hinreichend sondern auch notwendig fiir (5.1-5.3).

Um dies zu beweisen, fithren wir noch eine weitere Zufallsgrofle ein, ndmlich
V, == max{#S:85 C X,,#{DNS:DeD}=2#]

Dann kann man Satz 5.1 wie folgt abrunden.

Satz 5.4 (Vapnik—éervonenkis, Steele). Die Mengenfamilie D ist eine Glivenko-Cantelli-Klasse

fiir P genau dann, wenn eine der beiden folgenden Aussagen zutrifft, die ihrerseits dquivalent

sind:
log A,
(5.4) o8 —, 0;
n
Vi
(5.5) 0
n

Beweis von Satz 5.4. Aus Satz 5.1 wissen wir bereits, dass D eine Glivenko-Cantelli-Klasse fiir
P ist, sofern (5.4) gilt. Im nachfolgenden Abschnitt werden wir zeigen, dass

siehe Korollar 5.9. Diese Ungleichungen implizieren die Aquivalenz von (5.4) und (5.5). Zu zeigen
bleibt also nur noch, dass (5.3) auch Aussage (5.5) impliziert. Dazu sei I,, eine zufillige Teilmenge

von {1,...,n} mit
41, =V, und #{{X,:iel,}nD:DeD} = 2"
Insbesondere sind alle Punkte X; mit ¢ € fn paarweise verschieden. Ferner definieren wir

Z = %Z@éxi und Z' = f% Y Gk,

icln i€{l,...,n\In

Nach Konstruktion der Menge I, ist

1 v,
1Zlp = max |~ &| = .
Ferner sind Z und Z’ stochastisch unabhéingig und zentriert, gegeben X1, . . ., X,,. Zusammen mit

Symmetrisierungslemma 3.1 (b) folgt also, dass

Vn
E(3%) < ElZlo
EE(|Z - Z'|p| X1,..., X»)
IE || B2

IN
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5.2 Vapnik-Cervonenkis-Theorie

In diesem Abschnitt beschiftigen wir uns systematisch mit den Zahlen An und Vn. Dazu betrach-

ten wir eine beliebige endliche Teilmenge E von X’ und definieren
A(E) = A(E,D) = #(DNE),
wobei DN E := {DNE : D € D}. Die Familie D zerlegt E vollstindig, falls DN E = {A :
A C E}, was dquivalent ist zu A(E) = 2#¥, Ferner sei
V(E) =V(E,D) := max{#B: B C E, B wird von D vollstindig zerlegt}
= max{#B: B C E,A(B) = 2#"}.
Beispiel 5.5. Sei X = Rund D = {(—o0,t] : ¢ € R}. Fiir jede nichtleere endliche Menge

FE C Rist
A(E) = #E+1 und V(E) = 1.

Beispiel 5.6. Sei X = R?, und D sei die Menge aller abgeschlossenen Halbriume im R?; siche

auch Beispiel 5.3. Hier kann man sich schnell an Hand von Skizzen davon iiberzeugen, dass
V(E) < 3.

Einen formalen Beweis werden wir spéter liefern.

Beispiel 5.7. Sei X = R? und D = {konvexe Mengen D C R?}. Ist speziell E eine Teilmenge
der Euklidischen Einheitssphire {z € R?: 272 = 1}, dann ist

A(E) = 2#F undsomit V(E) = #E.
Denn fiir A C F ist A = conv(A) N E, wobei conv(A) die konvexe Hiille von A bezeichnet.

Der nachfolgende Satz und sein Korollar zeigen, dass die Funktionen A(-) und V() in engem
Zusammenhang stehen.
Satz 5.8 (Vapnik—Cervonenkis). Fiir jede endliche Teilmenge E von X ist

V(E)

AE) < > (#1E>

i=0
Korollar 5.9. Fiir endliche Mengen E C X ist stets

V(E) _ logA(E) _ V(E) 4E
2 = T 4E = AE log(ex/(E))'

log(2)

Satz 5.8 wurde mehrfach unabhingig bewiesen und publiziert, von Vapnik—Cervonenkis (1971),
von Sauer (1972) und von Shelah (1972), weshalb er in der Kombinatorik unter dem Namen
Sauer—Shelah—Lemma bekannt ist. Einen direkten Beweis findet man in der Monographie von
Pollard (1984). Hier préisentieren wir stattdessen den Beweis einer noch allgemeineren Aussage
von Pajor (1985).
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Satz 5.10 (Pajor). Fiir jede endliche Menge E C X existieren mindestens A(FE, D) verschiedene
Mengen S C E, die von D vollstindig zerlegt werden.

Dass Satz 5.8 aus Satz 5.10 folgt, kann man wie folgt sehen: Wenn D keine Menge B C E mit
#B > V(F) Elementen vollstindig zerlegt, dann haben alle Mengen S in Satz 5.10 hochstens

V(E) Elemente. Doch es gibt genau
V(E)
> (%)
1

i=0
Teilmengen von E mit hochstens V' (E) Elementen, also ist diese Zahl eine obere Schranke fiir
A(E).

Beweis von Satz 5.10. Wir beweisen die Aussage durch vollstindige Induktion nach A(E, D).

Induktionsanfang: Die Menge S := () erfiillt stets die Gleichung
A(S;,D) = 1 = 2#51,

Im Falle von A(E, D) = 1, ist die Aussage also wahr.

Induktionsschritt: Angenommen, fiir ein gegebenes k € N gilt die Aussage fiir alle Mengenfami-
lien D, so dass A(E, D) < k. Nun sei D derart, dass A(F, D) = k + 1. Dann existieren Mengen
Dy, Dy € D,sodass D1 N E # Dy N E. Insbesondere existiert ein Punkt x € F, so dass

r € DNE fiir mindestens ein D € D,
x ¢ D'NE fiir mindestens ein D' € D.

Definieren wir also
D, :={DeD:xeD} und D, := {D' €D:z¢ D},
dann ist
A(E,D,) <k, AE,D,) <k und A(E,D,)+A(E,D,) = k+1.
Wir wollen zeigen, dass die Mengenfamilie
= {SC E: A(S,D) =2%5}

mindestens A(F, D) verschiedene Mengen enthilt. Zu diesem Zweck zerlegen wir S in die vier

disjunkten Teilfamilien

S = {SCE:A(S,D,
Sio == {SCE: A(S,D,) =2%° > A(S,D,)},
So1 = {SCE:A(S,D,) < 2#5 A(S, D)},
Soo = {S C E: A(S,D) = 2#5 > max{A(S,D,), A(S,D})}}.

) = 2% = A(S, D))},
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Nach Voraussetzung ist

E > A(E,D,) = #Su1 + #S1w0,
~ |A(E, D) = #S11+ #So1-

Es geniigt also zu zeigen, dass
#S11 < #Soo-

Zu diesem Zweck sei S € Spp. Dann ist sicher z ¢ S, denn sonst wire S # S N D’ fiir alle
D' € D/, Daher definiert

S1198 — SU{x}

eine injektive Abbildung, und es geniigt zu zeigen, dass S U {x} € Sy fiir S € Sj;. Fiir jede
Menge B C S U {z} gibt es nach Voraussetzung Mengen D € D, und D’ € D/, so dass

BNnS =DnNnS = D'n&.

Also ist

) Su{z})nD fallsx € B,
Cl(Su{sh)NnD' fallsz & B.

Dies zeigt, dass S U {x} von D vollstindig zerlegt wird. Doch

D,N(SU{z}) = {AU{z}: AC S}, also A(SU{z},D,) = 275 < 2#(5Uzh),
D.Nn(Su{z}) = {A: Ac S}, also A(SU{z},D,) = 275 < 2#Uleh)

so dass tatsichlich S U {x} € Spp. O

Beweis von Korollar 5.9. Im Falle von V(E) = 0 besteht D N E nur aus einer Menge, und die
behaupteten Ungleichungen sind Gleichungen, wenn man 0 - log(e/0) als lim, | z log(e/z) = 0
interpretiert.

Sei also k := V(E) > 1, und wir schreiben n := #F. Falls B C E von D vollstindig zerlegt
wird, ist A(F) = #(DN E) > #(D N B) = 2#B. Dies zeigt, dass A(E) > 2V¥), woraus die
erste behauptete Ungleichung folgt.

Da z log(e/z) monoton wachsend in = € [0, 1] ist, gilt im Falle von k/n > 1/2 die Ungleichung

log(2") S log A(E)
2 .

k n 1
— — > =
nlog(e > > 210g(26) > log(2) -

k
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Es geniigt daher, den Fall 0 < k/n < 1/2 zu untersuchen. Nach Satz 5.8 ist

log A(E)
n

IA

\

<}

o

Y
ing
N
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™
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g
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o
(@)
=
(@)
=
o
aq
a
>
vV
=

k
= )\H +log(1+e™?)

- H(%) [fﬁrAzlog(%—l) >0},

wobei H(z) := —xlogzx — (1 — z)log(1l — z) fir 0 < z < 1. Doch
oo ‘/L’ oo
—(1—2x)log(l —z) = (1 —1x) kzkg (1—2x) ;xk

weshalb H(z) < x — xlog(z) = zlog(e/x), also log(A(FE))/n < (k/n)log(en/k). O

5.3 Vapnik-éervonenkis-Klassen

Die Familie D heiBt Vapnik-Cervonenkis-Klasse (VC-Klasse), falls es eine ganze Zahl V > 0 gibt,
so dass D keine (V' + 1)-elementige Teilmenge von X’ zerlegt. In Formeln: D ist eine VC-Klasse,
falls

V(D) = sup{#A: A C X endlich, A(4,D) = 2#4}

endlich ist. Mitunter nennt man diese Zahl V(D) den Vapnik-Cervonenkis-Index oder die Vapnik-
Cervonenkis-Dimension von D. Fiir manche Autoren (z.B. van der Vaart und Wellner 1996) ist
auch V(D) + 1 die Vapnik-Cervonenkis-Dimension von D. Offensichtlich ist

V(E,D) < V(D)

fiir beliebige endliche Mengen £ C X.
Hier ist eine andere Charakterisierung der VC-Eigenschaft.

Lemma 5.11. Eine Mengenfamilie D ist genau dann eine Vapnik-Cervonenkis-Klasse, wenn es
ein reelles Polynom p gibt, so dass

A(E,D) < p(#E)

fiir beliebige endliche Teilmengen E von X. (Aus diesem Grunde spricht man auch von Mengen-

familien mit polynomialer Diskrimination.)
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Beweis. Ist V := V(D) < oo, dann folgt aus Satz 5.8, dass A(E) < p(#FE) mit dem Polynom

v

p(n) = ; <7;>

(Zunichst gilt dies nur fiir den Fall #F > V. Doch p(n) = 2" fir 0 < n < V, also gilt die
Gleichung A(E) < p(#FE) auch im Falle von #F < V.) Andererseits gibt es zu einem beliebigen
Polynom p eine ganze Zahl V' > 0 mit 2" > p(n) fiir alle n > V. Falls also A(E, D) < p(#£FE)
fiir beliebige endliche Mengen E' C X, so ist sicher V(D) < V. O

Das folgende Lemma ist oft niitzlich, wenn man nachweisen will, dass ein bestimmtes Mengensy-
stem eine VC-Klasse ist, indem man es durch endlich viele Boolesche Operationen aus einfacheren

Mengenfamilien aufbaut. Den Beweis iiberlassen wir dem Leser als Ubungsaufgabe.

Lemma 5.12. Seien C, D Familien von Teilmengen von X. Dann ist

A(E{X\D:DeD}) = A(E,D),
A(E,{CxD:C€eC,DeD}) < A(E,C)A(E, D)

fiir beliebige endliche Teilmengen E von X. Dabei bezeichnet ‘x’ eine der Booleschen Ver-
kniipfungen ‘N’, ‘U’ oder '\ . O

Hier ist ein anderes Kriterium fiir die VC-Eigenschaft.
Satz 5.13. Sei G ein endlichdimensionaler Vektorraum von reellen Funktionen auf X . Dann ist
D:={{zeX:g(x)>0}:9€G}

eine VC-Klasse mit VC-Index V(D) < dim(G).

Beweis von Satz 5.13. Sei E C X mit #F > dim(G). Die Menge

{(9(2))eer g€ G}

ist ein Untervektorraum von R¥ mit Dimension d < dim(G) < dim(R¥) = #E. Daher existiert
ein h = (h(z)) in R” derart, dass

Z h(z)g(z) = 0 firalleg e G
el

zel

und h(z) # 0 fiir mindestens ein x € E. Multipliziert man h mit —1, falls nétig, dann ist
A= {xeE:h(x) >0} # E.
Doch A # {g > 0} N E fiir beliebige g € G. Denn anderenfalls wire

h(z)g(a) = ) Mx)g(z) + h(z)g(z) > 0.

Also wird E von D nicht vollstindig zerlegt. O
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Beispiel 5.14 (Halbrdume und Kegelschnitte). Sei G die Menge aller affin linearen Funktionen
d
xi—>g(x):)\0+2)\l:cl (Ao,...,AdER)
i=1

auf R?. Dann ist {{g >0}:9€@ } die Menge aller abgeschlossenen Halbriume (inklusive R?
und () und stellt eine VC-Klasse mit Index V(D) < d + 1.

Betrachtet man stattdessen die Menge G aller Funktionen

d d
x = g(z) =X+ Z Nizi + Z NijTiZ
i=1 ij=1
mit reellen Koeffizienten A;, A;; = Aj;, dann ist {{g >0}:9€ Q} die Menge aller abgeschlosse-
nen Kegelschnitte (Ellipsen, Hyperboloide, Halbrdume, Paraboloide) und zerlegt keine Teilmenge
von R? mit mehr als (d + 1)(d + 2)/2 Elementen.

Hier ist noch eine Anmerkung zur punktweisen Separabilitit von D:

Lemma 5.15. Seien G und D wie in Satz 5.13. Ferner enthalte G eine strikt positive Funktion.

Dann ist D punktweise separabel.

Beweis von Lemma 5.15. Sei G = span(vg, v1,v2, . ..,v4) mit vy > 0. Die Menge G, aller Li-
nearkombinationen von vy, v1, V2, ..., Vg mit rationalen Koeffizienten ist abzdhlbar und liefert
eine Menge D, := {{g > 0} : g € G,} mit den gewiinschten Eigenschaften. Seien nimlich
A0y A1, - . ., Ag beliebige reelle Zahlen. Dann wihle man Folgen (\;; ) von rationalen Zahlen, so
dass

klgrgo EAik —Ni| =0

fiir 0 <7 < d. Mit

d d
g(z) = Zx\ivi(m) und  gi(z) = Uol(f) +Z)\ikvi(x)
=0 1=0

konvergiert dann (g ) punktweise gegen g, und fiir jedes x € X’ gibt es eine Zahl k,(z), so dass
gx(z) > g(x) falls k > k,(z). Dies impliziert, dass

lim 1{gx(x) >0} = 1{g(z) >0} firallex € X.
k—o0

5.4 Aufgaben

Aufgabe 5.1. Sei X = N und D die Menge aller Teilmengen von N. Beweisen Sie die uniforme

Konsistenz von Pn auf D mit Hilfe des Satzes 5.4.

Hinweis: Zeigen Sie, dass IE(V}, /n) < Y reny min(P{k}, 1/n).
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Aufgabe 5.2. Beweisen Sie Lemma 5.12.

Aufgabe 5.3. Fiir m,d € N sei D,, 4 die Menge aller konvexen Hiillen von bis zu m Punkten
in R%. Zeigen Sie, dass Dy, q €ine Vapnik—éervonenkis—Klasse ist. Geben Sie auch eine explizite

Schranke fiir V (D, 4) an. Fiir welche Kombinationen (m, d) ist Dy, 4 punktweise separabel?

Aufgabe 5.4. Seien C und D VC-Klassen iiber Mengen X bzw. ). Zeigen Sie, dass C x D :=
{C xD:Ce€C,D € D} eine VC-Klasse iiber X’ x ) ist.

Aufgabe 5.5. Sei D die Familie aller Mengen der Form
{(@,y) ERxR:y < h(z)}

mit einer monoton wachsenden Funktion / : R — R. Zeigen Sie, dass V(D) = oc.
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Kapitel 6

Abstrakte Gesetze der grossen Zahlen

In diesem Kapitel werden die Resultate fiir mengenindizierte empirische Prozesse auf den abstrak-
ten Rahmen von Abschnitt 1.3 iibertragen. Hierbei spielt die Approximation der Indexmenge 7T
durch endliche Teilmengen eine zentrale Rolle. Dabei werden wir auch verstehen, weshalb man

von der Vapnik-Cervonenkis-Dimension spricht.

6.1 Uberdeckungszahlen

Sei (T, p) ein pseudometrischer Raum. Das heiBt, p ist eine Funktion auf 7" x 7, so dass fiir
beliebige s, t,u € T gilt:

p(s,t) = p(t,s),
p(s,t) > 0 mitGleichheit, falls s = ¢,

p(s,t) < p(s,u)+ p(u,t).
Fiir ¢ > 0 definieren wir nun die Uberdeckungszahl
N(e)=N(e,T,p) := min{#7T, : T, C T,p(t,T,) < efiirallet € T }.
Dabei ist

p(t,T5) = inf p(t,s).

s€To
Mit anderen Worten, N (€, T, p) ist die kleinste Anzahl von abgeschlossenen Kugeln mit Radius €

beziiglich p, welche die Menge 7 iiberdecken. Mitunter betrachtet man auch die Kapazititszahl
D(e) = D(e,T,p) = max{#T, : To C T, p(s,t) > e fiir verschiedene s,¢ € T, }.

Falls 7 Teilmenge eines normierten Raumes (V, |-|) und p die durch die Norm |-| induzierte Metrik
ist, schreiben wir auch N (¢, 7, | -|) und D(e, 7, | - |) an Stelle von N (e, T, p) bzw. D(¢, T, p).

Zwischen Uberdeckungs- und Kapazititszahlen besteht folgender Zusammenhang:

55
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Lemma 6.1.
N(e) < D(e) < N(e¢/2).

Aufgrund dieser Ungleichungen kann man mit Uberdeckungs- oder Kapazititszahlen arbeiten, je

nachdem, was gerade praktischer ist.

Beweis von Lemma 6.1. Sei 7, eine maximale Teilmenge von T, so dass
(6.1) p(s,t) > e fiir verschiedene Punkte s,¢ € 7.

Dann ist p(u,7T,) < e fiir alle u € 7. Denn anderenfalls géibe es einen Punkt u, € 7 mit
p(uo, To) > €. Doch dann kénnte man 7, durch die groBere Menge 7, U {u, } ersetzen, ohne (6.1)
zu verletzen, was der Maximalitit von 7, widerspricht. Dies zeigt, dass N (¢) < #7, = D(e).

Nun sei 7, eine minimale endliche Teilmenge von 7, so dass p(s,7x) < €/2 firalle s € T.
Ferner sei 7, eine Menge von Punkten aus 7, die paarweise echt grofieren Abstand als € haben.
Nach der Voraussetzung an 7, kann man jedem Punkt ¢, € 7, einen Punkt ¢, € 7T, zuordnen, so
dass p(to,t«) < €/2. Aus der Voraussetzung an 7, und der Dreiecksungleichung folgt auBerdem,
dass diese Zuordnung injektiv sein muss. Denn sonst gébe es zwei verschiedene Punkte s,t € T,
und ein £, € T, mit p(s,t) < p(s,ts) + p(ts, t) < €/2+€/2 = €. Dies zeigt, dass #7, < #7T. =
N(e/2), weshalb D(e) < N(e/2). O

Nun betrachten wir ein einfaches, aber wichtiges Beispiel fiir die Abschidtzung von Kapazititszah-

len.

Lemma 6.2. Sei (V,|-|) ein endlichdimensionaler normierter Vektorraum tiber R, und sei B :=

{t € V : |t| < 1} die entsprechende abgeschlossene Einheitskugel. Dann ist

(@) dim(V)

€

< D(@Bj‘ . ’) < (1+i>dim(V)

fiir beliebige ¢ > 0 mit einer Konstante C'(B) > 0. Insbesondere ist

lim IOgD(GaBa ‘ ) ’) — lim 1OgN(€7B7 | i ‘) _ dlm(V)
o log(1/e) o log(1/e)

Allgemein nennt man die Abbildung
€ — logN(e,T,p) oder € — logD(e, T,p)
die metrische Entropie von (T, p), und

: — Jimsup log D(e, T, p)
€10 log(1/¢) €l0 log(1/¢)

ist die metrische Dimension von (T, p).
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Beweis von Lemma 6.2. Ohne Einschrinkung sei V = R?. Sei B, C B derart, dass p(s,t) > €
fiir verschiedene s,t € B,. Dann sind die Kugeln ¢ + (¢/2) B mit Mittelpunkten ¢ € B, paarweise
disjunkt und in der Menge (1 + ¢/2) B enthalten. Folglich ist

Leb((1+¢€/2)B) > > Leb(t + (¢/2)B),
teB,

also
(1+¢/2)%Leb(B) > #B, - (¢/2)Leb(B),

weshalb # B, < (1 + 2/¢)%. Dies zeigt, dass D(e, B, | - |) < (14 2/¢)%.
Andererseits gibt es strikt positive Konstanten ¢; = ¢1(B) und ¢o = co(B) derart, dass
[—c1,c1]Y € B C [—ea, ]
Fiir § > 0 ist dann
B, = {(—c1 + oki)L, 1 ke {0,1,..., L201/5J}d}

eine Teilmenge von B derart, dass s — ¢t & (—6,0)? = (0/c2)(—ca,c2)?, also |s — t| > §/ca
fiir zwei verschiedene Punkte s,t € B,. Ferner ist #B, > (2¢;/6)? = (C(B)/(é/cz))d mit
C(B) := 2c¢1/cs. Dies zeigt, dass D(e, B, | - |) > (C(B)/e)? fiir alle € > 0.

Aus den beiden Ungleichungen fiir D(e, B, | - |) und Lemma 6.1 ergibt sich die Behauptung iiber
den Grenzwert von log N (¢)/log(1/€) bzw. log D(€)/log(1/€). O

6.2 Funktionenklassen

Sei F eine Familie von messbaren Funktionen auf X', und sei M ein Maf auf X'. Nun betrachten

wir folgende Pseudometrik pp; auf F:

pa(fr9) = /If—g\dM-

Wir nehmen an, dass F eine messbare Einhiillende F' besitzt. Das heil3t, F' ist eine messbare
Funktion auf X', so dass
|f| < F firalle f € F.

Ferner nehmen wir an, dass M (F) = [ M dF strikt positiv und endlich ist. Zur Abschitzung der

metrischen Entropie von (F, pps) betrachten wir fiir eine Funktion f € F ihren Subgraphen

sgr(f) == {(z,r) e X xR:r < f(2)}.

Wenn die Mengenfamilie sgr(F) := {sgr(f) : f € F} eine Vapnik-Cervonenkis-Klasse ist, kann
man die Kapazititszahlen D (e, F, pas) konkret nach oben abschitzen, fast unabhingig vom Maf}
M.
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Satz 6.3 (Dudley, Pollard). Angenommen, sgr(F) ist eine VC-Klasse und 0 < M(F) < oc.
Dann ist
log D(M(F)e, F,py) < V(sgr(F))(log(e/e) + loglog(e/e) + 3)

fiir beliebige € € (0, 1].

Anmerkung 6.4. Dieser Satz zeigt, dass

Vergleicht man dies mit Lemma 6.2, dann wird verstindlich, warum man auch von der VC-

Dimension V (sgr(F)) spricht.

Anmerkung 6.5. Fiir eine Mengenfamilie D sei D die Familie der entsprechenden Indikator-
funktionen. Dann ist D eine VC-Klasse genau dann, wenn sgr(D) eine VC-Klasse ist. Genauer
gesagt, ist V(D) = V (sgr(D)).

Beweis von Satz 6.3. Sei V := V(sgr(F)) > 1, denn anderenfalls besteht F ohnehin nur aus ei-
ner Funktion. Ferner sei M (F) = 1, denn anderenfalls kénnten wir einfach M durch M (F)~1M

ersetzen. Sei F, eine beliebige Teilmenge von F mit m := #F, < oo und
w(f,9) > € fiir verschiedene f, g € F,.

Nun konstruieren wir zufillige endliche Teilmengen von X x R mit Hilfe von unabhingigen und
identisch verteilten Zufallsvariablen (X1, Ry), (X2, R2), (X3, R3), ... mit Werten in X’ xR, wobei

IP(X; € B) = /BFdM und L(Ry | X1) = U[-F(X1), F(X1)].

Dann definieren wir E,, := {(Xi, R):1<i< n}, also # F,, < n mit Gleichheit fast sicher. Nun
zeigen wir, dass A(E,,sgr(F)) > m mit strikt positiver Wahrscheinlichkeit, falls n hinreichend
groB ist. Fiir beliebige f, g € F, mit f # g gilt:

P (sgr(f) N By = sgr(g) N En)
= IP((X;, R;) ¢ sgr(f)Asgr(g) fiiralle i < n)
IP((X1, Ry) ¢ sgr(f)Asgr(g))”

— (1 Xl,Rl)esgr(f)Asgr(g)))n
— (1-BP(R1 € (oo fX0IAL-c (0] 11))'
_ (1 IE|f X21F(X1()X1)|)”
= (1-pu(f.9)/2)"
(1— /2y

<
< exp(—ne/2).
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Folglich ist
P (A(Ey,sgr(F,)) <m) < (?) exp(—ne/2) < exp(2logm —ne/2 —log2) < 1,

falls n groBer oder gleich

4logm  2log2 4logm
T |t

€ € €
ist. Es existiert also eine Teilmenge E von X x R mit hochstens n, Elementen derart, dass

A(E,sgr(F)) > m. Nach Korollar 5.9 ist

log m < K]og(eE»
No o
also
logm 4logm logm e
(6.2) v < log (e ) = log + log4 + log —.
€ €

Zu zeigen ist nun, dass y := log(m)/V nicht groBer ist als x+log x4+ 3, wobei x := log(e/e) > 1.

Ungleichung (6.2) kann man umformen zu
(6.3) y—logy < x4+ log4.

Angenommen y > z + log x + 3. Dann folgte aus Ungleichung (6.3) und der strikten Isotonie von
y — y — logy auf [1, 00), dass

x +logd > x+logx + 3 —log(x + logx + 3)
= z+ 3 —log(1+ (logz + 3)/x)
> x+ 3 —log4,

denn z — (logx + 3)/x ist monoton fallend auf [1, c0). Dies ergibe aber die Ungleichung 3 <
2log 4 beziehungsweise exp(3/4) < 2, welche definitiv falsch ist. O

Uniforme Uberdeckungszahlen. Um die Abhingigkeit von M loszuwerden, definieren wir die

uniformen Uberdeckungszahlen
N(e,F) = sup{N(M(F)e, F,pn) : M ein MaB auf X', 0 < M (F) < co}.

Fiir ein beliebiges MaB M mit 0 < M (F') < oo ist also

€

< — .
N(€>f7pM) = N(M(F)’]:)
Aus Satz 6.3 folgt nun, dass
log N(e, F) < V(sgr(F))(log(e/e) + loglog(e/e) +3) fiir0 <e < 1.

Im Falle einer VC-Klasse sgr(F) kann man also die uniformen Uberdeckungszahlen explizit nach

oben abschétzen.
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Kombinationen von Funktionenklassen und andere Metriken. Oftmals kann man eine Funk-
tionenklasse durch elementare Rechenoperationen aus einfacheren Funktionenklassen aufbauen.

Die Uberdeckungszahlen lassen sich dann wie folgt abschitzen:

Lemma 6.6. Seien F und G Familien messbarer Funktionen auf X mit messbaren Einhiillenden
F beziehungsweise G, und sei M ein Mal3 auf X . Fiir beliebige u > 0 gilt:

N(“wl—"*g)pM) < N(u/27f>pM)N(u/2vgapM)

Dabeiist F xG := {fxg : f € F,g € G}, und f % g bezeichnet punktweises Maximum,

Minimum, Summe oder Differenz. Ferner ist

N(uvfgva) < N(u/QvfapGM)N(u/ZgapFM)
mit der Familie FG := {fg : f € F,g € G}. Dabei ist HM (B) := [z H dM.
Spéter werden wir anstelle von pjs auch andere Pseudometriken betrachten. Dabei ist folgende
Ungleichung von Nutzen:

Lemma 6.7. Fiirl < g < oo ist
N(u, Foparg) < N F popy-in)s
1
wobei pyy . (f,9) == (['If — g|?dM) /.

Die Beweise beider Lemmata iiberlassen wir dem Leser als Ubungsaufgabe.

6.3 Uniforme Konsistenz allgemein

Nun geben wir Bedingungen an, unter welchen IE | Z,, — IE Z,, || gegen Null konvergiert. Mit Hil-
fe der zwei Symmetrisierungen wird dies zuriickgefiihrt auf die Behauptung, dass IE || Z2|| — 0,
wobei Zp) 1= > {i¢y; wie in Kapitel 3. Die Zufallsvariable || Z;|| wird durch || Z7|| ;. appro-
ximiert, wobei 7, eine zufillige, in der Regel endliche Teilmenge von 7 ist. Fiir zwei beliebige
Punkte s,t € T ist stets

122() = Z2(8)] < puls, ),

wobei
p(s,t) = pn(s,t] ¢y,) : Z!% — dni(t)]
mit ¢,, = (¢n;i);~ . Dies definiert eine Pseudometrik p,, auf 7. Wenn nun
pn(t,T) < 0 firallet e T
mit einer positiven Zahl ¢, so ist
12507 < 8+ 122015

Der Term || Z2 ||7.n wird dann mithilfe von Hoeffdings Ungleichung weiter abgeschitzt.
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Satz 6.8. Der Erwartungswert von ||Z,, — IE Z,,|| konvergiert gegen Null, falls fiir eine Nullfolge
(6 )n folgende drei Bedingungen erfiillt sind:

(6.4) E ll¢nill = O(1),
=1
(6.5) E> 1{llgnill > 6 }Inill — 0,
=1
(6.6) log N(e, T, pn) = 0,(5,") fiir beliebige ¢ > 0.

Dieser Satz beinhaltet zwei Spezialfille:

Korollar 6.9. IE || Z, — IE Z,|| konvergiert gegen Null, falls gilt:

i B3 1 6nil > = Houil = o
=1

n—o0, K —o00

log N(e, T, pn) = op(n) fiir beliebige € > 0.
Korollar 6.10. IE || Z, — IE Z,|| konvergiert gegen Null, falls fiir beliebige 9, ¢ > 0 gilt:

EY " [l¢nill = O1),
=1

E > 1{|l¢uill > 6} énill — 0,

i=1
log N(¢, T, pn) = Op(1).
Beweis von Satz 6.8. Seien
Oni = 1{[|¢nill < Gn}dni und Z, = Z¢
i=1
Dann ist
E|(Z,-EZ,) — (Z,~EZ,)| < 2E|Z,— Z)|

= B 16l > 5}
=1

< 2B 1{||gnill > 0n}lidnill
i=1
— 0

nach (6.5). AuBerdem ist ||| < ||¢ns|| und

pAn(Sat‘&n) < ﬁn(sat’¢n)
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fiir alle s,t € T. Deshalb kann man ohne Einschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass stets
[fnill < On.

Nach Symmetrisierungslemma 3.1 (b) ist IE | Z,, — [E Z,,|| < 2IE || Z2||. Ferner ist

E(Z3%) < B lnilllénll
i,j=1

Y E(lonill®) + Y 1{i # 5} E | dnil E || bl
=1

1,j=1

< BB oul + (B oul)”
=1 =1

= o(1).

Fiir beliebige € > 0 ist somit

E|Z < e+ B{Z:)l > 1Z70) < e+ VIPUIZ3] > ) E(1Z2]%) = e+ o(1),

sofern wir zeigen konnen, dass IP(|| Z¢|| > €) gegen Null konvergiert. Zu diesem Zweck sei 7, =
T (¢,,) eine zufillige Teilmenge von 7 mit N (e/2, T, p) Elementen, so dass py,(t,7,) < €/2
firallet € 7. Danniist || Zp|| < €/2+ || Z7| 1 , wie schon am Anfang dieses Abschnitts gezeigt
wurde. Aus Korollar 4.3 folgt, dass

2 2
P(1Z;(0)] = ¢/2| b,) < 2exp(—W) = QEXP(‘ngsn)’

wobei Sy, := Y1 ||¢nil| stochastisch beschrinkt ist nach Voraussetzung (6.4). Folglich ist

P(|Z3) > el p,) < P(|Z7]5, > €¢/2| pn)
< Y P(1Z(0)] > ¢/2] ¢,)

teTn
2

8(5nSn)

< 2N(/2,T, pu) exp(

= 2exp(- nlsn (i — 6, log N(€/2, T, pn)) )

= e 5 (5 rew)
—p 0. o O

=9

6.4 Zufallige signierte Masse

Sei F eine Familie von messbaren Funktionen auf X'. Ahnlich wie im vorigen Kapitel nehmen wir
an, dass F punktweise separabel ist. Das bedeutet, es gibt eine abzidhlbare Teilmenge F, von F,
so dass fiir alle f € F eine Folge (fx)x in JF, existiert mit

lim fy(z) = f(z) firallexz € X.
k—o0
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Unter dieser Bedingung ist die Einhiillende

F(z) := sup [f(z)] = sup [f(x)]
fer feFo

von F ebenfalls messbar, und fiir jedes signierte Maf} v auf X’ mit |y|(F') < oo ist

IVllz = Iz < VIE).

Hier ist || :== v* +~~ die Totalvariation von , wobei v und v~ den Positiv- beziehungsweise

Negativteil von v = v — v~ bezeichnen.

Nun sei Z,, = Z?zl ¢n; mit unabhéngigen stochastischen Prozessen ¢,,; auf F. Angenommen,
bni(f) = [ f dyn; mit zufilligen signierten MaBen ~,,; auf X', wobei auch |y,;|(F') messbar und
fast sicher endlich sei. Der empirische Prozess P, und der Partialsummenprozess S, sind von

dieser Form, ndmlich

1 F(X;
Tni = |’Ym’ = E(SXi und |’7m|(F) = (n Z)a

beziehungsweise

n*ni¥ey,;’

Nun betrachten wir nochmals die Gesetze der grofien Zahlen im vorigen Abschnitt. Da || || 7 <
|vni| (F'), ist Bedingung (6.4) sicher erfiillt, falls

6.7) IE M, (F) = O(1).
Dabei ist M,, das zufillige Maf}
n
My =Y il
i=1

Die zweite Bedingung von Korollar 6.10 ist erfiillt, wenn
n
(6.8) E  1{|7il(F) > 6} |yl (F) — 0 fiir beliebige & > 0.
i=1

Was die dritte Bedingung von Korollar 6.10 anbelangt, so ist

pulfe) < [[1£ = gldbty = oy (f.9)

Folglich ist
u

N, Fypn) € N, Fopy) € N(———,F)
( fn) ( p Mn) N, (F)
mit den uniformen Uberdeckungszahlen N (e, F) aus Abschnitt 6.2. Im Falle von (6.7) muss man

also nur noch sicherstellen, dass
(6.9) N(e,F) < oo fiir beliebige € > 0.

Im Falle von V (sgr(F)) < oo ist diese Bedingung erfiillt. Speziell fiir empirische Prozesse und
Partialsummenprozesse ergeben sich folgende Resultate:
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Satz 6.11. Im Falle von (6.9) konvergiert IE || P, — P|| gegen Null, sofern P(F) < co.
Satz 6.12. Sei S,(f) = n~' 2", f(2ni) Yy mit unabhiingigen Zufallsvariablen Y,;, welche
zentriert und gleichgradig integrierbar sind. Das heift, IE(Y,;) = 0, und

max IE(1{|Yyi| > K}|Yni]) — 0 (min(n, K) — 00).
1<i<n

Im Falle von (6.9) konvergiert dann IE || S, || » gegen Null, sofern

n 'Y Flaw) = O(1),
=1

n
n 'Y 1{F(xn) > nd} F(xn;) — 0 fiir beliebige § > 0.
i=1

Beweis von Satz 6.11. Hier ist M,, = P,, so dass IE M,,(F) = P(F) konstant in n und endlich
ist. Dies liefert Bedingung (6.7). Ferner ist

n
EY " 1{vmil(F) > 6} [yl (F) = P(I{F > nd}F),
i=1
und dies konvergiert fiir beliebige 6 > 0 gegen Null. Also ist auch Bedingung (6.8) erfiillt. O

Beweis von Satz 6.12. Hier ist |y,;|(F) = n~ ' F ()| Yni|. Daher folgt Bedingung (6.7) aus

n n
EM,(F) = n 'Y Fan) E [V < 0 Flam) lr%agnm\ynjy = 0(1).
=1 =1 T

Ferner ist

EY " {wil(F) > 8} [yl (F)
i=1

< nt ZF(:cm-) E(1{|Yoi| > K}|Yoi|) + Kn™! Z Y F(xp;) > nd/ K} F(x;)
=1 i=1
= 0(1)- lrgjagnlE(l{lYnj! > K}Yy ) + o(1)

fiir beliebige feste K > 0, und der limes superior der rechten Seite wird nach Voraussetzung

beliebig klein, wenn man K hinreichend grof3 wahlt. Hieraus ergibt sich Bedingung (6.8). O

Beispiel 6.13 (Familien F fiir Kerndichte-, M- und S-Schitzer). Sei H : R — R monoton

wachsend oder monoton fallend. Mit X := R? betrachten wir

Fio= {HO -0 0> 0,0 R,
Fy = {xHH((w—H)TB(x—Q)):BeRdXd,HeRd}.
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Dann ist sgr(F;) eine VC-Klasse mit Index V (sgr(F1)) < d + 3 und V(sgr(F2)) < d?/2 +
3d/2 + 2. Dies kann man besonders leicht einsehen, wenn H eine isotone Bijektion von R ist.

Dann ist ndmlich

sgr(H(b| : 4\2)) - {(az,r) ERIXR: D02 — 2007w + ba T — HL(r) > o}
= {9>0}

mit einer Funktion ¢ in dem Vektorraum G, welcher von den d + 3 Funktionen

vo(z,r) = 1,

vi(z,r) = x; firl <i<d,
v (z,m) = HY(r),
vago(z,7) = z'x

aufgespannt wird. Analog ist
sgr(m — H((x —6)"B(z — 0))) = {¢9 >0}

mit einer Funktion g aus dem Vektorraum G, der von obigen Funktionen vy, ..., v4.1 sowie den

Funktionen

vij(z,7) = zix; (1<i<j<d)

aufgespannt wird. Nun folgt die Behauptung aus Satz 5.13.

Im allgemeinen Fall muss man einen geeigneten Ersatz fiir die Funktion H ! finden. Sei F eine
endliche Teilmenge von R? xR, welche von sgr(F7 ) vollstindig zerlegt wird. Zu A C E existieren
alsoby > 0und 64 € R? mit

A= Emsgr(H(bA|.—9Ay2)).
Nun definieren wir die endliche Menge 7' := {bA|x —0a?: (z,7) € E,AC E} Dann ist

Eﬂsgr(H(bA| : —9A|2)) - {(x,?“) €E:r < H(bslz — 9A|2)}
= {(x, 7)€ E:ba0)404 — 2040 5 +bax'x — H(r) > 0}

= {(:1:,7’) e E:g(x,r)> O}
mit einer Funktion g € G := span{vg, v1,v2,...,v442}, wobei nun
Vaso(x,r) == H(r) = min{t eT:H(t)> r}.

Analog ldsst sich die Familie F> behandeln.
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Reduktion auf Mengenfamilien. Mitunter kann man sich komplizierte Abschitzungen von
Uberdeckungszahlen mit folgendem Trick ersparen: Sei F eine Familie von messbaren Funk-
tionen auf X’ mit beschrinktem Wertebereich [0, ¢|. Dann gilt fiir jedes endliche signierte MaB -
auf X die Ungleichung
Mz < elvllpe
mit der Mengenfamilie
D(F) = {{f>t}: feF,teR}

Denn fiir f € Fist

[ra] =|[wrzma] < [hirzmld < el

Beispiel (Isotone Funktionen) Sei F die Menge aller monoton wachsenden Funktionen f : R —
[0, 1]. Dann besteht D(F) aus allen offenen und abgeschlossenen Halbgeraden (r, co) bzw. [r, 00)
sowie () und R. Folglich ist

[7]lF < sup|y((r, 00))].
reR

Symmetrische konvexe Hiillen. Ein anderer oft hilfreicher Trick ist die Darstellung einer Funk-
tionenfamilie als symmetrische konvexe Hiille einer einfacheren Funktionenklasse. Genauer ge-
sagt, sei F eine Funktionenfamilie mit messbarer Einhiillender F', und sei G(F) die Menge aller

punktweisen Limites von Funktionenfolgen in

{i)\ifi s fieFoh € R,ip\” < 1}'
=1 i=1

Ist nun ~y ein signiertes MaB auf X’ mit |y|(F') < oo, dann ist
Mgz = IVll#

Beispiel (Funktionen mit beschrinkter Totalvariation) Sei F die Familie aller Indikatorfunktionen
von Halbgeraden [r,00), 7 € R. Dann ist G(F) die Menge aller Funktionen ¢ : R — R mit

Grenzwert g(—o0) = 0 und
TV(g) := sup{Z‘g(mi) - g($¢,1)| meNzy <z <--- < mm} < 1
i=1

Dies ergibt sich im Wesentlichen aus Aufgabe 6.6.

6.5 Verfeinerungen

Das Gesetz der Groflen Zahlen, Satz 6.8, kann man noch verfeinern, sofern Bedingung (6.5) durch
eine stirkere Bedingung ersetzt wird. Im Beweis von Satz 6.8 tauchte in einer entscheidenden

Ungleichung die Gro3e
2

exp(~ 3 z;;f ¢m<t>2>
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auf, und die Summe wurde durch max; [|¢ni| >_; [[¢n; | nach oben abgeschitzt. Der entscheiden-

de Schritt ist nun, diese grobe Abschitzung zu verbessern.

Lemma 6.14. Angenommen ||¢,;|| < 6, fiir alle i. Ferner sei

Vi = SuplEZ¢m

teT i=1

Dann ist

P (sp D0 = 57) < g Win(N (e 7o) exp (-5 ). 1)
fiir beliebige 7 > V.

Satz 6.15. Unter den Voraussetzungen von Lemma 6.14 ist

P(|Z, - EZ| >3y) < 161Emin<N(166 'Tpn)exp< 852),1)
2
—|—81Emin( ( Tpn>exp( 6731 ),1)
fiir beliebige n > /2V,, und T > 2V,.

Korollar 6.16. Die Voraussetzungen von Lemma 6. 14 seien erfiillt mit 6,, := 1/n, und fiir belie-
bigen € N, € € (0, 1] sei
N(e,T,pn) < Ae B fast sicher

mit Konstanten A, B > 0. Fiir hinreichend groBes x > 0 ist dann

oo
1

) ]P<||Zn—IEZnHZ/<;max( log(n)Vn,ﬂ>> < .
n

n=1

Beweis von Lemma 6.14. Die Grundidee des Beweises ist LeCams “square root trick”. Seien

I = {ie{l,2,...,n}:& =1},
J = {1,2,...,n}\ I,

Sk = Y ¢ firK C{1,2,...,n},
€K
S = Sug.np = Sr+5.

Dann sind S7, Sy identisch verteilt, weshalb

P(|S] > 87) < 2P(Si] > 4r) = 2P (||v/5H]| > 2v7).

Doch fiir beliebige t € T ist

P(v/S1(t) 2 V7|1, &) < EE®]&. &)  BSW) Vo

T T
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und /ST, v/S sind stochastisch unabhingig, gegeben &1, . . . , &,. Wendet man Symmetrisierungs-

lemma 3.1 (a) auf diese bedingte Verteilung an, so folgt, dass

PVl 2 2v7) < (V5 - Vil = v7).

Fiir beliebige s,¢ € T ist

|(V/51(s) -

VS5(5)) = (Vi) - V5, 8)|

< |VSi(s) = VSt + |V/Ss(s) — V/Ss (1)

IN

IN

(S nto) = 0mi)*) "+ (X 0nie) — o))

i€l

(232 (60i5) — 60s))?)

1/2

icJ
1/2

i=1
< 40, pn (8, 1).

Ist also 7, (qbnl, .+, ¢ny) eine Teilmenge von 7 mit
#T, = N<165 Tpn> und ngp pult, Tn) < 1(;—75”;
SO ist
]P<H\/S71_ \/EH > \/; ¢n1,‘.-7¢nn>
S (H\/S»I_ \/S>JH7’ ¢nla-~~a¢nn>
< Z]P( \/S[(t)—\/S](t)‘Zg ¢n17--'7¢nn>
teTn
< (s () — S,(t) ] (V5 +2\/S"(“W ¢n1,---,¢nn)
teTn
< (Sl(t)_SJ(t)’ > S;t)T (bnl;‘--a(ﬁnn)
teTn
= ( Z§z¢nz(t)2’2 \/‘S’Q(W ¢n17"‘7¢7m)
teTn =1
(t)r
< 23 en(gsr o)
€Tn
< 2#T, eXp(—S%) 0

Beweis von Satz 6.15. Da Var[Z,,(t)] < V, fiir beliebige ¢t € T, folgt aus Symmetrisierungslem-

ma 3.1 (a), dass

(6.10)

1

IP(HZn_IEZnH 2377) S 7IP(HZn_Z7IzH 2277)

= 1=V /n?
2

< WP(HZZH > 77)-
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Doch mit X, := sup;c Z?:l ¢m‘(t)2 kann man wie im Beweis von Satz 6.8 zeigen, dass

2

P(IZ7] 2 0] G- 6nn) < 2N (3. T.n) exp (g ).

Zusammen mit Lemma 6.14 ergibt dies die Ungleichungen

P(Zpl =n) < P(Xp>87)
2

. n . n
2Bmin(N (5. 7. n) exp(—5) )
+ min 5 T, pn ) exp oir
4 T T
< 1oy B (Y (g, 7o) o5 1)
S o Emin(N{gs T e~ g
U Ui
2Bmin(N (5. 7, n) exp i) 1)
+ min 5 T, pn ) €xp 6dr
Setzt man dies in (6.10) ein und setzt voraus, dass min(n?,7) > 2V,,, ergibt sich die Behaup-

tung. O

Beweis von Korollar 6.16. Die Behauptung folgt aus Satz 6.15 vermoge

1
T=1, = C; max(Vn, izn),
n
1
n=1n, = Cplog(n)m, = /C-C, max( log(n)Vn,—Ogn)
mit hinreichend groBen Konstanten C'-, C;; > 0. Denn fiir hinreichend groBes n ist n2AT, > 2V,
und
2 1 Cr1
logN(—nTn,T,ﬁn) _ < const. — Blog< ogn) _ Zroen
16 8 n 8
C
< const. + (B — ?T) log n,
2
Mn . n logn Cy logn
] N(—, , )— no< t. — Bl ( )—
08N\ T hn) = G S cons B\ 64
C
< const. + (B — 6—2) log n. =

6.6 Anwendung auf Dichteschitzung

Sei P ein WahrscheinlichkeitmaB auf R? mit Dichte p beziiglich des Lebesgue-MaRes. Ein Kern-

schiitzer fiir p(z) ist
A 1< -
ala) = > k(o= X)) = [l — ) Pu(dy),
=1

wobei k,, eine willkiirlich gewéhlte Funktion ist, so dass f kn(z) dz = 1. Mit anderen Worten, p,,
ist die Dichte der Faltung von P, mit dem signierten MaB k,, (z) dz. Mit

Pu(@) = IEpn(z)
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ist
Pn—p = (D, —p) + (Pn —P,) =: “Bias” + “Fluktuation”.
Speziell sei
1 T
kn(z) == —k (—)

n(@) hd “\h,

mit einer Bandbreite h,, > 0. Je kleiner die Bandbreite h,,, desto kleiner wird im allgemeinen der

Bias sein, aber desto grofer ist die Fluktuation.

Abschitzung des Bias. Angenommen, p ist Lipschitz-stetig, also
(6.11) Ip(z) —ply)| < L|z—y| fiir beliebige z,y € RY

mit einer Konstanten L < oo. Ferner sei

6.12) Ikl < 1, /k(z)dz ~ 1 und /|z[|k(z)\dz < o0,
wobei || - || die Supremumsnorm iiber 7 := R? bezeichnet. Dann ist

_ 1 r—y _ _ _

halo) =20) = 57 [ H(50) (o) —p@) dy = [ K)o = 1) = p(o) .
so dass

1B, —pll < L / ellk(@)| dz b = O(hn).

Abschitzung der Fluktuation. Angenommen,
(6.13) {sgr(k(- —t)) : t € R?} ist eine VC-Klasse;

siehe Beispiel 6.13. Nun definieren wir

1 l‘—X,L'
Gni(2) = Ek( hin >
Dann ist p,, = h;%Z,, ||$nill < 1/n, und
" 1 .f—Xl 2
IE;%(@? - EIEk( . )
= 1/k(xf;1y)2p(y)dy

n
ha
< k(z)|d —
< [w@ldlpl %
~ o).
n
Man beachte, dass aus (6.11) die Endlichkeit von ||p|| folgt. GemiB Satz 6.3 sind die Bedingungen

von Korollar 6.16 erfiillt, und zwar ist

_ 1 logn logn .
D, — — ) d
[on = Dall hd (max (W ) ) ) fast sicher.

n
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Dabei verwendeten wir das Borel-Cantelli-Lemma.

Nun versuchen wir Bias und Fluktuation zu balancieren. Die Gleichung

1 logn
_ d
hy, = h hd

impliziert, dass h,, = (log(n)/n) Y (d+2), und es ergibt sich folgendes Resultat:

Korollar 6.17. Unter den Bedingungen (6.11), (6.12) und (6.13) ist

IPn —pl = O((loin)l/(d+2)) fast sicher,

falls

log n\ 1/(d+2)
= e (50
n
mit einer Folge (cy,)y, in (0, 00), die von 0 und co weg beschrénkt ist.

6.7 Aufgaben

Aufgabe 6.1. Beweisen Sie Lemma 6.6.
Aufgabe 6.2. Beweisen Sie Lemma 6.7.
Aufgabe 6.3. Sei F die Menge aller Funktionen f auf [0, 1], sodass | f| < 1und |f(z)— f(y)| <

|z — y| fiir beliebige x,y € [0, 1], und sei p(f,g) :=||f — g

|[0,1]- Zeigen Sie, dass
log N(e, F,p) < Ae! fir0<e<1

mit einer Konstanten A > 0.

Zusatz: Fiir 3 > 0 sei () die Menge aller k-mal stetig differenzierbaren Funktionen f auf [0, 1],
wobei k = k(8) := [5] — 1, so dass gilt:

79 < 1 fir0 <<k,
/@) SO < oyl fur beliebige .y € [0, 1]
Dabei ist f(¥) die ¢-te Ableitung von f mit f(O) := f. Zeigen Sie, dass
log N (e, Fgy, p) < AP fiir0 < e <1

mit einer Konstanten A > 0.

Aufgabe 6.4. Sei D eine Familie von Teilmengen von X, und sei D die Menge der entsprechen-

den Indikatorfunktionen. Zeigen Sie, dass V(D) = V (sgr(D)).

Aufgabe 6.5. Sei F die Familie aller monoton wachsenden Funktionen f : R — [0, 1]. Bestim-
men Sie eine Konstante C' > 0 derart, dass

log N(e, F) < Ce b fir0<e<1.
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Leiten Sie ein analoges Ergebnis fiir die Menge Fr aller Funktionen f : R — [0, R] mit Totalva-
riation TV (f,R) < R her, siehe auch nachfolgende Aufgabe 6.6.

Sei F' : R — [0,00) messbar, und sei P ein Wahrscheinlichkeitsmal mit P(F7) < oo fiir ein
~ > 1. Bestimmen Sie eine sinnvolle Schranke fiir log N (¢, F, pp), 0 < € < 1, wobei F die
Menge aller monoton wachsenden Funktionen f : R — R mit | f| < F bezeichnet.

Aufgabe 6.6 (Totalvariation von Funktionen). Fiir ein Intervall J C R und eine Funktion f :

J — R definieren wir

TV(f,J) 1= sup{ S| f(wi) = flwir)]
=1

m € N; :cg,azl,...,a:meJ;xo<x1<---<:cm},
- +
TVE(f,0) = sup{ 3" (/i) = f(zi-1)* :
i=1
m € N; xo,xl,...,$m€J;x0<w1<--'<wm}.

(a) Zeigen Sie, dass
TV(f,J) = TVEO(f,.0)+ TV (f, 7).

(b) Zeigen Sie, dass
T(f,J) = T(f,JN(—o0,b]) +T(f,JN[b,oo)) fiir beliebige b € R,

wobei T'(f,-) fiir TV(f,-) oder TVF)(f,-) steht, und T(f,0) := 0.

(c)Sei f : R — Rmit TV(f,R) < co. Zeigen Sie, dass Grenzwerte f(+o0) existieren. Zeigen

Sie ferner, dass
lim T(f,(—oo,b]) = blim T(f, [b, oo)) = 0.
—00

b——o0

(d) Sei f : R — R mit Grenzwert f(—oo) = 0und TV(f,R) < oo. Zeigen Sie, dass
f(z) = TV (f,(~00,2]) = TV(f, (—00,2]) fiiralle s € R.

Das heilt, f ldsst als Differenz zweier monoton wachsender Funktionen fi, fo darstellen, und
deren Grenzwerte erfiillen die Gleichungen f;(—o0) = fo(—00) = 0 sowie f1(0c0) + fo(c0) =
TV(f,R).

Aufgabe 6.7. Angenommen, der Kern k in Abschnitt 6.6 erfiillt folgende Bedingungen:

k|| < 1, /k:(z)dzzl, /zk:(z)dz =0 und /z|2]k(z)|dz < 0.

Welche Konvergenzrate kann man fiir ||p, — p|| erzielen, wenn man voraussetzt, dass p diffe-
renzierbar ist mit Lipschitz-stetiger Ableitung Vp : R? — R? ? Wie muss man die Bandweite

wihlen, um diese zu erreichen?



Kapitel 7

Konvergenz in Verteilung

In diesem Kapitel behandeln wir die allgemeine Theorie der Verteilungskonvergenz beziehungs-
weise der schwachen Konvergenz. Im Hinblick auf empirische Prozesse betrachten wir von An-
fang an auch nicht-messbare Funktionen auf Wahrscheinlichkeitsriumen. Dieser Zugang geht auf
Jgrgen Hoffmann-Jgrgensen zuriick und wurde unter anderem von Richard Dudley weiterent-

wickelt.

7.1 Aussere Erwartungswerte

Sei (2, A, IP) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum, und im Folgenden seien X, Y, Z generi-

sche beschrinkte Funktionen von €2 nach R. Der duBere Erwartungswert von Y ist definiert als
E*(Y) := inf{IE(X) : X messbar, X > Y}.
Dies ist eine Verallgemeinerung der duleren Wahrscheinlichkeit
IP*(B) := inf{IP(A): Ac A,AD B}

einer Menge B C (2, da IP*(B) = IE*(1p). Denn offensichtlich ist IE*(15) < IP*(B), und die
umgekehrte Ungleichung folgt aus der Tatsache, dass fiir messbare Funktionen X mit X > 1p
stets X > 1{X > 1},und BC {X > 1} € A

Analog definiert man den inneren Erwartungswert von Y als
E.(Y) := sup{IE(X) : X messbar, X <Y} = —IE*(-Y),
und die innere Wahrscheinlichkeit von B ist gleich

1 - P*(Q\ B),

R

Die folgenden Eigenschaften der duleren Erwartung kann man leicht nachweisen.

73
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Lemma 7.1. Das Funktional Y — IE*(Y") ist sublinear, das heiBt,
E*(rY) = rIE*(Y) fiir beliebiger > 0,
E*(Y+Z) < E'(Y)+E*(2).
Insbesondere ist IE*(Y) + IE*(—Y") > 0 mit Gleichheit, falls Y messbar ist. Ferner ist
E*(Y) < E*Z) fallsY < Z,
E*(r+Y) = r+IE*(Y) fir beliebiger € R. O
Lemma 7.2. Im FalleY > 0 ist
o0 oo
E*(Y) = / P*(Y >r)dr = / P*(Y > r)dr.
0 0
Beweis. Sei X : 2 — R messbar mit X > Y. Fiir jede Zahl § > 0 ist
o (e.9]
Y <6 Y >4} und X >6) 1{X >di}.
=0 =1

Folglich ist

B (Y) < 63 (Y > 8i) < 63 (Y > 6i) +6 < / PHY > r)dr +
0

i=0 i=1
und
E(X) > 63 P(X > 60) > 03 PH(Y > 6i) > / P*(Y > ) dr — 0.
i=1 i=1 0
Fiir § | Ound IE(X) | IE*(Y") folgt die Behauptung. O

7.2 Definition und Eigenschaften der Verteilungskonvergenz

Sei M eine Menge, versehen mit einer Metrik d und der entsprechenden Borel-o-Algebra B(M).

Zunichst fiihren wir einige Bezeichnungen ein. Es seien

C(M) := {stetige Funktionen auf M},
Cp(M) := {beschrinkte, stetige Funktionen auf M},
Crip(M) := {Lipschitz-stetige Funktionen auf M},
Cip(M, [0,1]) = {feCrLpM):0< f <1}

Streng genommen, héngen all diese Funktionenklassen von der Metrik d oder zumindest von der
hiervon induzierten Topologie ab, doch wird diese Abhéngigkeit nicht hervorgehoben. Desweite-
ren seien fiirz € M, e > Ound () # S ¢ M

d(z,S) = imkf9 d(z,y) firzeM,S CM,
ye
U(S,e) = {yeM:d(y,S) <e},

B(S,e) = {yeM:d(y,S) <e}.
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Bekanntlich ist d(-,.S) Lipschitzstetig mit Konstante Eins. Daher sind die Mengen U (S, €) und
B(S, €) offen bzw. abgeschlossen. Speziell ist U(x,€) := U({z}, €) und B(z,¢€) := B({x},¢)
die offene bzw. abgeschlossene Kugel um x mit Radius e.

Ein M-Zufallselement ist eine Abbildung von einem Wahrscheinlichkeitsraum nach M. Eine

messbare Abbildung von einem Wahrscheinlichkeitsraum nach M heifst Ml-Zufallsvariable. Im

folgenden sei stets (Z,,),, eine Folge von M-Zufallselementen, und Z sei eine M-Zufallsvariable.

Definition 7.3. Die Folge (Z,,),, konvergiert in Verteilung gegen Z, falls

lim E* f(Z,) = IEf(Z) fir beliebige f € C,(M).

n—o0

In Symbolen: Z,, —, Z.

Die Limesvariable Z ist in Verteilung eindeutig, das heift: Ist Z eine weitere M-Zufallsvariable, so
dass Z, —, Z, dannist £(Z) = £(Z). Aquivalent zu Z,, —, Z ist, dass IE, f(Z,) — IE f(Z)
fiir alle f € C,(M), denn IE(—f)(Z) ist gleich — IE f(Z). Insbesondere hat (Z,,),, dann folgende
Eigenschaft:

Definition 7.4. Die Folge (Z,,),, heifit asymptotisch messbar, falls

lim (E* f(Z,) — I, f(Z,)) = 0 fiir beliebige f € Cy,(M).

n—o0

Man kann die Verteilungskonvergenz noch auf andere Arten charakterisieren, indem man nur Teil-
klassen von Ci, (M), bestimmte Borelmengen oder halbstetige Funktionen betrachtet. Eine Funkti-
on f : Ml — R heifit halbstetig von unten, falls fiir beliebige € R die Menge { f > r} offen ist.
Sie hei3it halbstetig von oben, wenn — f halbstetig von unten ist.

Satz 7.5 (Portmanteau-Theorem). Die folgenden Aussagen iiber (Z,), und Z sind dquivalent:

7.1 Zn —r 2L
(7.2) Tim B f(Z,) = B f(Z) firalle f € CLip(M, [0,1]);
(7.3) limsup IP*(Z, € A) < IP(Z € A) fiir alle abgeschlossenen A C M
(7.4) lign__:igf P.(Z,€U) > IP(Z € U) firalle offenen U C M
(7.5) limsup IE* f(Z,) < IE f(2)
n:iiioalle von oben halbstetigen, beschrinkten f : Ml — R;
(7.6) hnH_l)géf E, f(Z,) = E f(2)

fiir alle von unten halbstetigen, beschrinkten f : M — R;
(7.7) lim P*(Z, € B) = lim P.(Z, € B) = IP(Z € B)
n—oo n—o0
fiir alle B € B(M) mit IP(Z € 0B) = 0.
Beweis des Portmanteau-Theorems. Offensichtlich folgt (7.2) aus (7.1). Die Aquivalenz von (7.3)

und (7.4) beziehungsweise von (7.5) und (7.6) ist leicht nachzuweisen. Ebenfalls trivial ist die
Tatsache, dass (7.1) aus (7.5-7.6) folgt.
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Angenommen es gilt (7.2). Fiir eine beliebige abgeschlossene Menge A C X und R > 0 sei
fr(z) :=max(1— Rd(z, A),0). Dannist 14 < fg € Crip(M, [0, 1]), und

lizx;sgp P*(Z, € A) < nh_}n;o E* fr(Z,) = E fr(2).
Doch fiir R 1 oo konvergiert die rechte Seite gegen IP(Z € A), und somit folgt (7.3). Bei diesem
Beweisschritt hingt man iiber den “Kleiderbiigel” 14 den “Mantel” fr, was eine von mehreren

Erklarungen fiir den Namen “Port(e)manteau-Theorem” ist.

Angenommen es gilt (7.3). Ist f eine von oben halbstetige Funktion auf M mit Werten in [a, b],
dann ergibt sich aus Lemma 7.1, Lemma 7.2 und dem Lemma von Fatou, dass

b
limsup E* f(Z,) = lim sup(cH—/ P*(f(Zn) > t) dt)

n—oo n—oo

b
= a—l—limsup/ P*(Z, € {f > t})dt

n—oo

n—o0

b
< a—|—/ limsupIP*(Z, € {f > t}) dt

IN

b
a+/ P(Z e {f>t})dt
= Ef(2),
also Aussage (7.6).

Zu zeigen bleibt die Aquivalenz von (7.3-7.4) und (7.7). Mit dem Abschluss B und dem Inneren
B° von B € B(M) folgt aus den Aussagen (7.3-7.4), dass

limsup P*(Z, € B) < limsup IP*(Z, € B) < IP(Z € B)

liminf P,(Z, € B) > liminf P,(Z, € B°) > P(Z € B°) ’
n—oo n—oo

sofern IP(Z € 0B) = 0. Umgekehrt gelte Aussage (7.7). Fiir beliebige abgeschlossene Mengen
A C M sind die Mengen 0B(A,¢) C {d(-,A) = €}, € > 0, paarweise disjunkt. Folglich ist
IP(Z € OB(A,¢)) = 0 fiir alle bis auf abzihlbar viele e > 0. Fiir solche € > 0 ist

limsup IP*(Z, € A) < limsup IP*(Z, € B(A,e)) = IP(Z € B(4,¢)),

n—o0 n—oo

und fiir € | 0 ergibt sich Aussage (7.3). ]

Als Korollar zum Portmanteau-Theorem ergeben sich zwei Resultate, die in vielen statistischen

Anwendungen von Nutzen sind:

Korollar 7.6 (Slutzkis Lemma, I). Fiirn € N sei Zn ein M-Zufallselement, das auf dem glei-
chen Wahrscheinlichkeitsraum wie Z,, definiert ist. Angenommen (Z,,),, konvergiert in Verteilung
gegen Z, und

A(Zn, Zn) —, O;
das heiBt, IP* (d(Zn, Zn) > e) — 0 fiir beliebige € > 0. Dann konvergiert auch Zn in Verteilung
gegen Z.
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Korollar 7.7 (Slutzkis Lemma, IT). Sei (M, |-|) ein normierter Raum. Fiirn € N sei L,, : Ml — M
ein zufilliger linearer Operator, definiert auf dem gleichen Wahrscheinlichkeitsraum wie Z,,, so
dass

[Ln—1d||= sup [Lyz—2| —, 0.
zeM: |z|<1

Dann folgt aus Z,, —, Z, dass auch L, Z, —r Z.

Beweis von Korollar 7.6. Fiir beliebige f € Crip(M, [0, 1]) mit Lipschitzkonstante ¢ und € > 0

ist

< E*|f(Zn) — f(Zn)]
< EB*1{d(Zn, Zn) < e}|f(Zn) — [(Zn)| + P*(d(Zn, Zp) > €)
< ce+o(1). O

Beweis von Korollar 7.7. Es geniigt zu zeigen, dass |L,Z, — Z,| —p 0. Doch fiir jedes feste
€ > 0 und beliebige > 0 ist

limsup P*(|Lp,Zy — Zy| > €) < limsup IP*(||L, — Id|| > &) + limsup IP*(|Z,| > €¢/4)
n—oo n—oo n—oo
< 0+1P(|Z] > ¢/6),
und die rechte Seite konvergiert gegen Null fiir ¢ | 0. O

7.3 Stetige und asymptotisch stetige Abbildungen

In diesem Abschnitt seien (M, d) und (M, d) zwei metrische Riume, und (Z,), sei stets eine
Folge von M-Zufallselementen, die in Verteilung gegen eine M-wertige Zufallsvariable Z konver-
giert. Eine erste Frage ist, fiir welche Abbildungen H : M — M folgt, dass (H(Z,))n = H(Z).
Man kann leicht nachweisen, dass alle stetigen Abbildungen H dies leisten. Diese Aussage ldsst

sich noch etwas verallgemeinern:

Satz 7.8 (von der stetigen Abbildung). Die Menge M, aller Stetigkeitsstellen von H ist eine
Borelmenge in M. Falls Z nur Werte in M, annimmt, konvergiert (H(Z,)),, in Verteilung gegen
H(Z).

Beweis des Satzes von der stetigen Abbildung. Wir beweisen nur die Aussage, dass M, eine Bo-
relmenge ist, denn die Konvergenz in Verteilung von H(Z,) ergibt sich aus dem allgemeineren
Satz von Rubin (Satz 7.9).

Ein Punkt x € M gehort zu M, genau dann, wenn zu jedem k£ € N ein ¢ € N existiert derart,
dass d(H(y), H(z)) < k~! fiir alle y,z € U(z,¢~"). Mit anderen Worten, = gehort nicht zu
M, falls fiir ein £ € N und beliebige ¢ € N zwei Punkte y,z € M existieren derart, dass
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d(H(y),H(z)) > k' aber z € U(y,£~") N U(z,£~"). Somit lisst sich M\ M, schreiben als
Urken Neeny Wh,¢ mit den offenen Mengen

Wi = U Uy, YN U(z,07Y).
y,2€M: d(H (y),H(z))>k~1 O

Satz 7.8 ist ein Spezialfall eines noch allgemeineren Resultates {iber Folgen von Abbildungen:
Satz 7.9 (Rubin). Fiirn € N sei H, eine Abbildung von M nach M. Angenommen, fiir alle
Punkte x in einer Borelmenge M, C M existiert

H(z) == lim H,(y).

n—00,Yy—T

Dann ist H : M, — M stetig. Falls Z nur Werte in M, annimmt, konvergiert (H,(Z,)), in
Verteilung gegen H(Z).

Anmerkung 7.10. Ist (M, d) vollstindig, so ist die Menge M, aller zz € M derart, dass

H(z) == lim H,(y)

n—+00,Y—+T

existiert, eine Borelmenge in (M, d). Denn ein Punkt x gehort zu M \ M, genau dann, wenn

lim sup d(Hpm(y), Ha(2)) > 0.
{—00 m,n>0;y,z€U(x 1)

Folglich kann man M \ M, darstellen als |, (sey Wh,¢ mit den offenen Mengen

Wiy = U Uy, Y NU(z, 7Y,
m,n>l;y,2€M: d(Hpm (y),Hn(2))>k=1

Beweis von Satz 7.9. Fiir beliebiges festes € > 0 ist

MO = U Vve,éa
leN
wobei
Veo = {:1: €M, : d(H(z), Hy(y)) < efiirallen > £,y € U(m,ﬁfl)}.

Insbesondere ist d(H (z), H(y)) < e, falls z € V. pund y € M, N U(z, £~"). Dies impliziert die
Stetigkeit von H. Ferner ergibt sich fiir beliebige abgeschlossene Mengen A C Mund/ € N, dass

limsup IP* (H,(Z,) € 121)
n—oo

< limsup P*(Z, ¢ U(Vep, €7Y)) + limsup P*(Z, € U(Vep, £~ ') und H,(Z,,) € A)

n—oo n—oo

< P(Z ¢ Vey) +limsup P*(Z, € U(Vey, £7') und H,(Z,,) € A)
n—oo

< P(Z & V.,)+limsup IP*(Zn € B(H\(B(4, e)),£—1)>
< P(Z¢ Vi) + JP(Z c B(H*l(B(A,e)),fl)).
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Die zweite und vierte Ungleichung folgen aus dem Portmanteau-Theorem. Die dritte Ungleichung
ergibt sich wie folgt: Ist Z,, € U(Vey,¢71) und H,(Z,) € A, dann existiert ein z € Ve, mit
Zn € U(z,0"). Insbesondere ist d(H (z), H,(Z,)) < €, sobald n > ¢, also H(x) € B(A, )
und Z, € U(H Y (B(4,¢)),071).

Doch wegen der Stetigkeit von H ist H~'(B(A,€)) = A, N M, fiir eine abgeschlossene Menge
A, C M. Folglich ist

IP(Zgzve,g)+1P(ZeB(H*1(B(A,e)),f1)) < P(Z¢V.y)+P(Z e B(A, ™)
— P(ZeA) (l— o0)
= IP(ZeANM,)

IP(H(Z) € B(A,¢))

P(H(Z) € A) (e l0). O

Hadamard-differenzierbare Funktionale. Eine typische Anwendungssituation von Satz 7.9
sind Hadamard-differenzierbare Funktionale. Seien M und M normierte Vektorrdume; die Norm
bezeichnen wir in beiden Fiillen mit | - ||. Eine Abbildung T : M — M heift Gateaux-differen-
zierbar an der Stelle z, € M, falls es einen linearen Operator DT'(x,,-) : M — M gibt derart,
dass

1&8 t (T (w0 + tv) — T(z,)) — DT (,0) = 0

fiir beliebige v € M. Die Abbildung heiit Fréchet-differenzierbar an der Stelle x, € M, falls die
lineare Abbildung DT'(z,, -) sogar stetig ist und

lim sup Ht’l(T(wo +tv) — T(z,)) — DT (o, U)H =0
t0 yeB

fiir jede beschrinkte Teilmenge B von M. Man kann leicht zeigen, dass dies gleichbedeutend mit
folgender Aussage ist:
lim o| T (z0 +v) — T(xo) — DT (24,v)]| = 0
im0l [T (e +0) ~ Tao) DT (a0
Nun gibt es noch eine Abschwichung der Fréchet-Differenzierbarkeit, die in einigen statistischen
Anwendungen nachweisbar und ausreichend ist: Die Abbildung 7" heiit Hadamard-differenzierbar
an der Stelle x, € M, falls es eine stetige lineare Abbildung DT (z,, ) : Ml — M gibt derart, dass

lim sup Ht_l(T(on +tv) — T(%)) — DT '(z,, U)H =0
0 yekK

fiir jede kompakte Teilmenge K von M. In Aufgabe 7.1 wird gezeigt, dass diese Aussage gleich-
bedeutend ist mit folgender Charakterisierung: Es existiert eine lineare Abbildung DT (x,, ") :
M — M derart, dass

lim  A(T(zo+ A 'w) = T(2,)) = DT(x0,v) fiir beliebige v € M.

A—00,Ww—v
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Der Spezialfall, dass Ml = /(7). Seien M und M, C M abgeschlossene lineare Teilrdume
von ¢ (7T), versehen mit der Supremumsnorm || - || = || - ||7. Fiir ein festes F' € £oo(T) sei

T ein reellwertiges Funktional auf dem affinen Raum F' + M. Ferner sei (F,),, eine Folge von

(F' + M)-Zufallselementen, so dass gilt:

Zp = Vn(F, —F) =, Z
mit einer M,-Zufallsvariablen Z. Oftmals existiert der Grenzwert

H(z) = lim X(T(F+X'y) —-T(F))

A—00,y—

fiir beliebige © € M, wobei A eine positive reelle Zahl und y eine Funktion aus M bezeichnen.
Ist H linear auf M, dann nennt man 7" Hadamard-differenzierbar (kompakt differenzierbar) im
Punkt F tangential zu Ml,. Mit Hy,(y) := /n(T(F + y//n) — T(F)) folgt dann aus Satz 7.9,

dass
\/E(T<Fn) - T(F)) - Hn(Zn) —L H(Z)

Beispiel 7.11. Sei T'(G) := sup,c7 G(t). Ferner sei p eine Metrik auf 7. Angenommen, F erfiillt

die folgenden zwei Bedingungen:

K = {teT:F(t)=T(F)} istnichtleer und kompakt beziiglich p;

sup F(t) < T(F) fiir beliebige § > 0.
teT :p(t,K)>d

Dann ist
lim A (T(F+\'y) —T(F)) = max x(t)

A—00,y—T teK

fiir beliebige Funktionen = € /(7 ), welche in jedem Punkt ¢ € K stetig sind. Die Menge M,
all dieser Funktionen ist ein abgeschlossener linearer Teilraum von M siehe Aufgabe 7.2.

Beweis. Fiir beliebige o > 0 gilt:

M s (FaTy@-T(F) < A( s F@)-T(F)) + |y
teT p(t,K)>6 teT:p(t,K)>6
— —oo fliir A\ — ocoundy — z,
M s (PO -TR) < s y(t)
teT:p(t,K)<d teT:p(t,K)<d
— max x(t) firy — zundd |0,
A(sup(F +A7y)(6) = T(F)) = A(sup(F + A7) (t) = T(F))
teT teK
= sup y(t)
teK

— t) firy — .
Itré%gcm() iry — x —
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Beispiel 7.12. Sei 7 = R, sei M die Menge aller z € /- (R), so dass x(r) — 0 fiir || — oo,
und sei F' eine feste Verteilungsfunktion. Fiir 0 < # < 1und G € F' + M sei

T(G) := inf{r e R: G(r) > B},
das “3-Quantil” von G. Angenommen,
F(r) = B+c(r—=T(F)) +o(lr = T(F)|) fiirr — T(F)
mit ¢ > 0. Dann ist
NIy 1) = S

fiir beliebige Funktionen = € M, welche in T'(F') stetig sind.

Beweis. Fiir beliebige 0 > ||z /c gilt:

M s (FeaTy)) =) < A(F(TF) - x19) = 8) + Iyl
r<T(F)-A~15
— —cd+ |z (A= o0,y —x)
< 0,
M ypnt (P =8) = A(F(T(F) +3710) = 5) ~
— cd—lz]] (A — o0,y — x)
> 0,
und
AP+ XY (T(F) +27s) = 8) = es+a(T(F) (A= o0,y > 2)
gleichmiBig in s € [, d]. O

Beispiel 7.13. (Die Linge des “Shorth”, Griibel 1988) Seien 7 = R, F und M wie in Bei-
spiel 7.12. Fir G € F + M sei nun

T(G) = inf{u—t: —o0o <t <u<oo,G(u)—G(t) >1/2},

ein robustes “Skalenfunktional”. Ein Intervall [¢, u] mit G(u) — G(t) > 1/2und u — t = T(G)
ist ein “shorth” (shortest interval with probability at least one half) von G. Angenommen, F' hat
eine stetige Dichte f derart, dass {f > 0} = (a,b). Ferner sei f streng monoton wachsend
auf (a, m(F')] und streng monoton fallend auf [m(F), b) fiir ein m(F') € (a,b). Fiir jedes feste
d € (0,b — a) hat dann die Funktion  — F(r 4+ §) — F(r — 0) ein eindeutiges Maximum an
der Stelle s, so dass f(rs + ) = f(rs — J). Insbesondere ist T'(F") = 24,, wobei r, = rs, und
do > 0 eindeutig charakterisiert werden durch

flro4+680) = f(ro—0,) und F(ro+3d,) — F(ro—9d,) = 1/2.
Hier kann man zeigen, dass
x(ro — 60) — (16 + 60)

f(ro+6o)
fiir beliebige x € M, welche in r, + §, stetig sind (Aufgabe 7.4).

(7.8) lim  A(T(F+\'y) —T(F)) =

A—00,y—x
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7.4 Gleichmissige Konvergenz

Sei F eine Familie von messbaren, beschrinkten Funktionen f auf M. Der Satz von der stetigen
Abbildung impliziert, dass IE* f(Z,) — IE f(Z), falls Z,, —, Z und f L(Z)-fast iiberall stetig

ist. Das kann man auch wie folgt formulieren:

lim IP( sup  (f(z) — f(y)) > e) = 0 fiir beliebige € > 0.
M0 NayeU(2.0)

(Als Funktion von z ist sup, ycp(.,5)(f(2) — f(y)) von unten halbstetig.) Nun geht es um die
Frage, unter welchen Voraussetzungen IE* f(Z,,) — IE f(Z) gleichmiBig in f € F gegen Null

konvergiert.

Satz 7.14 (Billingsley, Topsge 1967). Angenommen, IP(Z € M,) = 1 fiir eine separable Borel-
menge M, C M. Folgende zwei Bedingungen an F und L(Z) sind dquivalent:

(7.9) sup |IE* f(Z,) —E f(Z)| — 0 wannimmer Z, — Z.
feF
(7.10) sup sup (f(z) — f(y)) < oo und
fEF z,yeM
lim sup IP( sup  (f(z) — f(y)) > e) = 0 fiir beliebige € > 0.
610 fer z,yeU(Z,6)

Dieser Satz verallgemeinert folgendes Resultat:

Korollar 7.15 (Rao 1962). Angenommen, IP(Z € M,) = 1 fiir eine separable Borelmenge
M, C M. Sei sup je rsup, yem(f(z) — f(y)) < oo, und F sei in jedem Punkt x € M, gleich-
gradig stetig. Das heiBt,

lim  sup |f(y)— f(z)| = O fiir beliebige x € M.
N0 feF yeU(a,s)

Dann folgt aus Z,, —, Z, dass

sup [IE* f(Z,) — E f(Z)| — 0.
ferFr

Ein spezielles Beispiel fiir F in Korollar 7.15 ist die Klasse aller Funktionen f auf M mit | f(z)| <
Lund |f(z) — f(y)| < d(x,y) firalle z,y € M.

Korollar 7.16. Angenommen, IP(Z € M,) = 1 fiir eine separable Borelmenge M, C M. Dann
folgt aus Z,, —, Z, dass

sup (IP*(Z, € A) —IP(Z € U(A,¢)))" — 0 fiir beliebige ¢ > 0.
ACM

Korollar 7.17. Angenommen, M = R% und

IP(Z € 9H) = 0 fiir beliebige Halbriume H C RY.
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Dann folgt aus Z,, —, Z, dass

sup P*(Z, € H) - P(Z € H)| — 0.
Halbraume HCR?

Beweis von Satz 7.14. Zunichst weisen wir die Notwendigkeit von (7.10) fiir (7.9) nach. Ange-
nommen die erste Teilbedingung von (7.10) ist nicht erfiillt. Dann existieren Folgen ( f,,), in F

und (Z15)n, (T2 )y in M mit

1 < r, = fn(fEln)*fn(mZn) — OQ.

Nun seien (Z,(ll))n und (fo))n Folgen von Zufallsvariablen mit
. 1 1
L(ZD)) = (1 - \/F)ﬁ(Z) + =

Beide Folgen konvergieren in Verteilung gegen Z, aber

E f,(Z)) - E f,(Z2?) = \frn — .

Folglich kann dann auch (7.9) nicht erfiillt sein. Angenommen, die zweite Teilbedingung von
(7.10) ist nicht erfiillt. Dann existiert ein €, > 0 und eine Folge ( f,,), in F mit

IP( sup (fn(w)—fn(y))>eo) > ¢, firallen.
zy€eU(Z,1/n)

Nun seien X5V, X% : M — M Abbildungen mit

XPE) e U™ wmd fu(XPE) ~XPE) 2 L s (fule) ~ a0)

z,y€U(z,1/n)

fiir beliebige z € M. Dann sind Z; U= x{ )( Z) M-Zufallselemente mit d(Zij ) ,Z) < n~ L also
ZT(«LJ ) — Z nach Korollar 7.6. Aber Aussage (7.9) kann nicht erfiillt sein, da

B fu(Z0) ~ B [(Z0) > Bu(fu(Z) ~ B fu(Z)
> 5P<,y62“§1/n w(@) = falv) > )
2
> o
-2

Somit ist Bedingung (7.10) notwendig fiir (7.9).
Eine Frage, der wir hier nicht nachgehen, ist: Kann man erreichen, dass die XT(Lj )
j)

Dann wiren die Z,(Lj

messbar sind?

sogar Zufallsvariablen.

Angenommen es gilt (7.10). Die Wahrheit von Aussage (7.9) bleibt unveridndert, wenn man jede
Funktion f € F mit einer Konstanten ¢ > 0 multipliziert und eine Konstante ay addiert. Daher
nehmen wir ohne Einschrinkung an, dass 0 < f < 1 fiir alle f € F. Fiir § > 0 gibt es paarweise
disjunkte Borelmengen Bs 1, Bs 2, Bs.3, . . . mit folgenden Eigenschaften:

)
sup d(z,y) < =

, P(Z€0Bs) =0 und M, C | Bsge
z,YE€Bs i 2

£eN
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Sei ndamlich {x : k € N} eine dichte Teilmenge von M. Fiir jedes k existiert ein d;, € [0/8,3/4)
mit IP(Z € 0B(xy,d;)) = 0. Dann haben die Mengen Bs; := B(z1,01) und Bspq1 =
B(2k+1,0k+1) \ Up<y B(z¢, 0¢) die gewiinschten Eigenschaften. Nun gilt fiir beliebige N € N,
e>0und f € F: B

E* f(Z,) < PP* <Zn ¢ U Bé,k) + Y P*(Z, € Bsg) sup f(x)
k<N k<N 2€Bsk

< P (Zn ¢ Bé,kz) + ) [P*(Zy € Bsy) —P(Z € Byy)|
k<N k<N
+ Z IP(Z € Bsy) sup f(x).
k<N Z‘eBéﬂk
Ferner ist
Ef(Z) > > P(Z€Bsy) inf flz)

k<N x€Bs i

= Y P(Z€eBs) sup f(x)— Y P(Z€Bsx) sup (f(z)— f(y)
k<N z€Bs E<N x,YE€Bs

> Z IP(Z € Bsy) sup f(x) —e— ]P( sup  (f(z) — f(y)) > e)
k<N z€Bs i x,yclU(Z,6)

> Y P(Z€Bsg) sup f(x)—e—sup ]P( sup  (g(z) —g(y)) > 6)-
k<N 2€Bs k gEF  zyeU(Z,0)

Denn fiir beliebige 2z € Bs . ist Bs, C U(z,6), so dass aus sup,, ¢, , (f(7) — f(y)) > € folgt,
dass auch sup, ey (., (f (%) — f(y)) > e Falls also Z, —, Z, so folgt aus dem Portmanteau-

Theorem, dass

sup (E* f(Z,) — E f(2))

feF
< P* (Zn ¢ B(S,k) + Y [P*(Z, € Bsy) — P(Z € Bsy)|
k<N E<N
+etsp P sup (g(x) - g(y) > )
gEF  “zweU(Z.9)

— IP(Z&UBM)—Fe—FsupIP( sup (f(x)—f(y))>e)

o N fEF  NzyeU(25)
— 0 (N — o0; dann ¢ | 0; dann € | 0).

Ersetzt man f € F durch 1 — f, dann folgt analog, dass

limsup sup (IE f(2) — E. f(Zy,))

n—oo  feF

= limsup sup (IE*(1 - f)(Z,) —E(1 - f)(Z)) < 0. O

n—oo  feF

Beweis von Korollar 7.15. Aus der gleichgradigen Stetigkeit von F in jedem Punkt von M, folgt,

dass

Mo ¢ Ufzem: s (7@) - fw) <<

§>0 feF x,yel(z,9)
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fiir beliebige ¢ > 0, und dies impliziert den zweiten Teil von Bedingung (7.10) fiir beliebige
M,-Zufallsvariablen Z. ]

Beweis von Korollar 7.16.. Fiir beliebiges festes € > 0 und A C M ist

1a < fa:= (1—d<-,A)/€)+ < 1U(A,e)7

und f4 ist Lipschitz-stetig mit Konstante 1/e. Folglich ist IP*(Z,, € A) —IP(Z € U(A,¢)) <
IE* fa(Z,) —IE fa(Z), und die Behauptung folgt aus Korollar 7.15, angewandt auf F := {f4 :
A C M} O

Beweis von Korollar 7.17. Nach Korollar 7.16 geniigt es zu zeigen, dass

sup IP(Ze€U(H,e)\H) — 0 fiire 0.
Halbraume HCR?

Diese Aussage ist Bestandteil von Aufgabe 7.5. 0

7.5 Schwache Konvergenz (in Wahrscheinlichkeit)

Seien P und P,, n € N, WahrscheinlichkeitsmaBe auf M. Dann konvergiert die Folge (P,)n
schwach gegen P, falls

n—o0

lim [ fdP, = / fdP fiir beliebige f € Cp(M).

In Symbolen: P,, —,, P. Mit Zufallsvariablen Z ~ P und Z,, ~ P, ist dies dquivalent zu Z,, —,
Z. Folglich kann man alle bisherigen Resultate {iber Verteilungskonvergenz umformulieren in

Resultate iiber schwache Konvergenz.

Angenommen, man ersetzt die P,, durch zuféllige Wahrscheinlichkeitsmaf3e P,. Das bedeutet,
jedes P, ist eine Abbildung von einem Wahrscheinlichkeitsraum in die Menge der Wahrschein-
lichkeitsmaBe auf B(M). Eine naheliegende Verallgemeinerung der schwachen Konvergenz ist die

schwache Konvergenz in Wahrscheinlichkeit: Die Folge (P, ), konvergiert schwach gegen P in

Wahrscheinlichkeit, wenn
/ fdP, —, / fdP fiir beliebige f € C(M).

In Symbolen: P, —, P. Man kann alle bisherigen Resultate auf zufillige Folgen (P,,),, iiber-
tragen.

Zum Beispiel besagt hier das Portmanteau-Theorem unter anderem, dass P, —rw,p P genau dann,

wenn

(Pn(A) - P(A))+ —p 0 fiir beliebige abgeschlossene Mengen A C M.
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Ferner folgt aus der schwachen Konvergenz von (P,),, gegen P in Wahrscheinlichkeit, dass

sup)/fdpn—/fdP‘ =, 0,

fer

vorausgesetzt, P ist auf einer separablen Borelmenge M, C M konzentriert, und die Funktionen-
familie F erfiillt Bedingung (7.10) mit Z ~ P.

~

Im Falle X = M konvergiert (P, ), schwach gegen P in Wahrscheinlichkeit. Denn fiir beliebige
Funktionen f € £L2(P) ist

EP,(f) = P(f) und Var(Py(f)) = (P(f*) = P(f)?)/2 = O(1/n).

Insofern bietet Satz 7.14 eine andere Moglichkeit, um uniforme Konsistenz von Pn nachzuweisen.

7.6 Straffheit

Im folgenden sei M, eine feste Borelmenge in M.

Definition 7.18. Die Zufallsvariable Z heil3t straff auf M,, wenn zu jedem € > 0 ein Kompaktum
K C M, existiert, so dass
P(Z¢K) < e

Mit anderen Worten, es gibt eine o-kompakte Teilmenge von M, die Z mit Wahrscheinlichkeit
Eins enthilt.

Definition 7.19. Die Folge (Z,,),, heiit asymptotisch straff auf M,, wenn zu jedem € > 0 ein
Kompaktum K C M, existiert, so dass

limsup IP*(Z, ¢ U) < € fiiralle offenen U D K.

n—oo

Im Falle von M, = M spricht man einfach von “Straffheit” anstelle von “Straffheit auf M,”.

Satz 7.20 (Prohorov, LeCam). Angenommen die Folge (Z,,),, ist sowohl asymptotisch messbar
als auch asymptotisch straff auf M. Dann existiert zu jeder Teilfolge von (Z, ), eine Teilteilfolge,

welche in Verteilung gegen eine auf M, straffe Zutallsvariable konvergiert.

Eine naheliegende Frage ist, ob Straftheit beziehungsweise asymptotische Straffheit sehr spezielle
Eigenschaften sind. Aus dem Portmanteau-Theorem folgt direkt, dass die Folge (Z,,),, asympto-
tisch straff ist auf M, sofern sie in Verteilung gegen eine auf M, straffe Zufallsvariable konver-
giert. Unter gewissen Voraussetzungen an den Teilraum M, ist jede M,-Zufallsvariable notwendig

straff, und es gibt auch ein einfacheres Kriterium fiir asymptotische Straftheit.
Satz 7.21 (Prohorov, LeCam). Sei M, separabel und vollstindig beziiglich der Metrik d.

(I) Angenommen zu jeder Teilfolge von (Z,),, existiert eine Teilteilfolge, welche in Verteilung ge-

gen eine M,-Zufallsvariable konvergiert. Dann ist (Z,,),, asymptotisch straff auf M. Sind dariiber
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hinaus alle Z,, M,-Zufallsvariablen, dann gibt es sogar zu jedem € > 0 ein Kompaktum K C M,
mit

sup P(Z, ¢ K) < e.

neN

(II) Angenommen zu jedem € > 0 existiert ein Kompaktum K C M, mit

limsup P*(Z, ¢ U(K,¢€)) < e

n—o0

Dann ist die Folge (Z,,),, asymptotisch straff auf M.

Beweis von Satz 7.20. Fiir / € N sei Ky C M, kompakt, so dass

limsup P*{Z, ¢ U} < ¢~ fiir alle offenen U D K.

n—o0

Erster Schritt: Zu jeder Teilfolge von (Z,,), existiert eine Teilteilfolge (Z,,(x) ), so dass fiir belie-
bige f € C,(M) der Grenzwert

L(f) = lim IE* f(Z,)

k—o0
existiert.

Beweis: Bekanntlich ist (Cy, (M), || - ||x,) separabel; siche auch Abschnitt 7.7. Folglich kann man
eine abzdhlbare Teilmenge G, von Cp (M) mit folgender Eigenschaft konstruieren: Fiir beliebige
f € C,(M) und € > 0 existiert ein g € G, mit

If—gllk, < e und |glm = 9k,

Nach dem zweiten Cantorschen Diagonalverfahren existiert zu jeder Teilfolge von (Z,,), eine
Teilteilfolge (Z,x))x» so dass die Folge (IE* g(Z,))), fiir beliebige g in der abziihlbaren Menge
Ur; Ge konvergiert. Doch dann konvergiert sogar (IE* f (Zn(k)))k fiir beliebige f € Cp(M).
Denn zu beliebigem £ € Nund € > 0 sei g € Gy wie oben. Dann ist

E* f(Zn) =" g(Zn)| < If = 9lluk,.s) + @ISl + €) /€ + o(1)

fiir beliebige § > 0. Wegen der Kompaktheit von K konvergiert || f — g||i(x,,5) gegen || f — gl x,
fiir 0 | 0. Folglich ist

limsup [IE* f(Zy(j)) = " f(Zuy)| < 26 +2(2| flla + )/

j,k—00

Fiir £ — oo und € | 0 folgt, dass (IE* f (Zn(k))) . ¢ine Cauchyfolge ist, also konvergiert.

Zweiter Schritt: Das Funktional C,,(M) > f — L(f) aus dem ersten Schritt ist eine Linearform,
so dass gilt: L(f) > 0, falls f > 0, L(1) = 1, und

(7.11) L(f) < |Ifllk, + I fllm/¢ fiiralle £ € Nund f € Cp,(M).
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Beweis: Aus Lemma 7.1 folgt, dass L sublinear ist, das heiit, L(rf) = rL(f) und L(f + g) <
L(f)+ L(g) fir r > 0und f,g € Cp(M). Denn alle Funktionale IE* f(Z,,) haben diese Eigen-
schaft. AuBierdem ist offensichtlich L(f) > 0, falls f > 0, und L(1) = 1. Doch die asympto-
tische MeBbarkeit von (Z,,),, impliziert, dass stets L(f) = —L(—f). Zusammen mit der Subli-
nearitit folgt daraus die Linearitdt von L. Aus der Konstruktion der Mengen K folgt, dass stets
L(f) < ||fllx, + || fllnm/£ fiir alle £ € N; siehe auch den Beweis des ersten Schrittes.

Diritter und letzter Schritt: Es existiert ein Wahrscheinlichkeitsmal ) auf 5(M), so dass

L(f) = /fdQ fiir alle f € C,(M),

und Q(M \ K;) < ¢~ fiir alle ¢ € N. Insbesondere konvergiert (Z,, ) in Verteilung gegen eine
M-Zufallsvariable Z mit £(Z) = @, welche auf M, straff ist.

Beweis: Aus (7.11) und dem Satz von Dini folgt, dass

L(f) = lim L(fm)

m—ro0

fiir jede Folge (fm)m in Cp(M), welche punktweise monoton wachsend gegen f € Ci,(M) kon-
vergiert. Denn fiir beliebige ¢ € N ist

hmjuP IL(f) = L(fm)| < hmjllp \f = fulli, + If = fillm/€ (nach (7.11))
= ||f — fillm/¢ (Satz von Dini)

— 0 firf — oo.

Nach dem Satz von Daniell-Port-Stone aus der MaBtheorie existiert ein Wahrscheinlichkeitsmaf3
Q auf B(M) mit L(f) = [ fdQ fiir alle f € C,(M); siehe auch die nachfolgende Beweisskizze.
Insbesondere ist Q(M \ K;) gleich dem Grenzwert limy,_, o L (min(kd(-, K;),1)) < 71, O

Konstruktion von ) im Beweis von Satz 7.20. Fiir offene Mengen U C M sei
Q(U) = sup{L(f): f€C(M),0< f <1y}
Fiir beliebige Mengen S C M definiert
Q(S) = inf{Q(U) : U > S,U offen}

ein duBeres WahrscheinlichkeitsmaR auf M. Denn offensichtlich ist Q(0) = 0, Q(M) = 1 und
Q(S) < Q(T) fir S C T C M. Zu zeigen ist die o-Subadditivitit von Q. Sei S := [ J,—; S mit
beliebigen Mengen S), C M. Fiir festes ¢ > 0 wihlen wir offene Mengen Uy, O S}, derart, dass
Q(Uk) < Q(Sk) + 27%e. Dann ist U := |J;2, Uy, eine offene Umgebung von S, also sicherlich
Q(S) < Q(U). Fir k,N € N sei hy y := min(Nd(-,M \ Uy),1), eine stetige Funktion mit
0 < hg,ny <1y, und hy y T 1y, fiir N — oo. Aus den Eigenschaften von L folgt daher, dass fiir
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jede stetige Funktion f mit 0 < f < 1y gilt:
N N 00
L(f) = Jlim L(min(fazhk,N>) < Jim > Lihen) <> QUR)
e k=1 =1 k=1
D QS +e
k=1

Fiir L(f) 1 Q(U) und € | 0 ergibt sich, dass Q(S) < > 72, Q(Sk).

Nach dem Satz von Caratheodory aus der Mafitheorie geniigt es nun zu zeigen, dass fiir eine

IN

beliebige abgeschlossene Menge A C M gilt:
(7.12) QSNA)+Q(S\A) < Q(S5) firalle S C M.

Denn die Familie aller Mengen A C M mit Eigenschaft (7.12) ist eine o-Algebra iiber M, und Q)
ist auf dieser Familie o-additiv.

Zum Nachweis von (7.12) fiir eine abgeschlossene Menge A halten wir zunichst fest, dass Q(S U
T) = Q(S) + Q(T) fiir belicbige Mengen S, 7" C M mit strikt positivem Abstand inf{d(z, y) :
reSye T}. Dies kann man leicht aus der Definition von () ableiten. Nun betrachten wir die
abgeschlossenen Mengen By, := {x : d(x, A) > k~'} und die Mengen C}, := By \ Bj_1 mit
By := (). Zwei Mengen Cj, und C, haben strikt positiven Abstand, wenn |k — ¢| > 2. Daher ist
2 Q(Cy) gleich

N
(S0 +3ac) - g (o(Uen) ~e((jes)) <
J
also endlich. Dies impliziert, dass fiir beliebige Indizes k, € N gilt:

QSNA)+Q(S\4) = Qsna)+Q(sn (B, u |J )

k>ko
< QSNA) +Q(SNBL)+ > Q(C)

k>ko

= Q(SN(AUB)) + > Q(Cy)

k>ko

< Q)+ ) QCy),

k>ko
und fiir k, — oo ergibt sich (7.12).

Zu zeigen bleibt, dass tatsichlich L(f) = [ fdQ fiir alle f € Cy,(M). Hierzu geniigt es, den Fall
f > 0 zu betrachten. Fiir beliebige feste § > 0 ist f = ¢ ) 7 h; mit

< M f(z)>d6(i—1)},

(z) = (min(6~1f(x),4) —i "
hi(z) = (min(6~" f(z),i) —i+1) {2 1{f(z) > di},
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und h; = 0 fiir hinreichend grof3es ¢. Folglich ist

. <Y Qf > < [ > mdrrd = [ faq+s
L =03 L) { .
= > 8y QUr >0 = [ s> miar-s = [ rag-s

i=1

denn [}V QS > r})dr < 0QU{S > 62}) < [y5 1) QUS > r})dr. Fiir 6 | 0 folgt die
Behauptung. O

Beweis von Satz 7.21. Sei {z; : i € N} eine dichte Teilmenge von M,. Sowohl unter den Vor-

aussetzungen von Teil (I) als auch unter denen von Teil (I) gibt es zu jedem § > 0 ein N € N

mit
N
(7.13) lim sup 1P* (Zn ¢ U(wi,6)> <4
n—oo i=1

Nachweis von (7.13) unter den Voraussetzungen von Teil (I). Angenommen, es existieren ein
do > 0und Indizes n(1) < n(2) < n(3) < ..., so dass

k
IP*(Zn(k) ¢ U(x¢,5o)> > 6, firallek € N.
=1

Nach Voraussetzung kann man die Teilfolge (Z,,1))x weiter ausdiinnen, so dass fiir neue Indizes
n(l) <n(2) <n(3) <---undm(l) <m(2) <m(3) < --- gilt:

Zn(k) —c Z (k—>oo)

fiir eine M,-wertige Zufallsvariable Z, aber

m(k)
P (Zn(m ¢ L_Jl U(xi,50)> > 8, firallek € N.

Nach dem Portmanteau-Theorem ist

m(k) N

5, < limsupP* (Zn(k;) ¢ | Ui, 50)) <P (Z ¢ |JU(xi, 50))
k—o0 i=1 k=1

fiir jedes feste N € N. Doch wegen M, C UZO:1 U(x;, d,) ist die rechte Seite strikt kleiner als J,

fiir hinreichend grofles IV, ein Widerspruch zu unserer Annahme.

Nachweis von (7.13) unter den Voraussetzungen von Teil (II). Fiir beliebiges 6 > 0 fixieren
wir eine Zahl 0 < € < 4 und ein Kompaktum K C M derart, dass limsup,,_,., IP*(Z, ¢
U(K,e)) < e Doch K C UZJL U(z;,d — €) fir hinreichend groBes N € N, und dies impliziert,
dass U (K, €) ¢ N, Uz, 0).
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Anwendung von (7.13). Nun koénnen wir die Teile (I) und (II) gemeinsam abhandeln. Fiir ein
beliebiges festes € > 0 und fiir £ € N sei also N (k) € N so gewihlt, dass

N(k)
limsup IP*(Z, & A) < 27% mit A := U B(z;,27%).

Die Menge
o0
K = mAk
k=1

ist abgeschlossen und nichtleer, denn alle Ay sind abgeschlossen, und z; € K. AuBerdem ist
K C Npen B(M,, 27%¢) = M, da M, vollstindig und somit abgeschlossen ist. Die folgende
Behauptung, die wir am Ende begriinden, impliziert Kompaktheit von K:

Zu jeder Folge (ym )m von Punkten y,, € (L, Ag

(7.14) existiert eine Teilfolge, die gegen einen Punkt in K konvergiert.

Nun sei U eine beliebige offene Umgebung von K. Dann kann man aus (7.14) ableiten, dass
ﬂ,le Ay C U fiir ein hinreichend grofes L € N. Folglich ist

L
limsup IP*(Z,, ¢ U) < Zlim sup P*(Z,, & Ay) < e

n—00 n—00
k=1

In dem Spezialfall, dass in (I) alle Z,, M,-Zufallsvariablen sind, kann man die N (k) so wihlen,
dass

P(Z, ¢ A) < 27%¢ firallen,k € N,

und folglich ist
P(Z, ¢ K) < e fiir beliebige n € N.

Beweis von (7.14): Aufgrund der Abgeschlossenheit aller Ay liegt jeder Haufungspunkt von
(Ym)m in K. Man muss also nur nachweisen, dass es eine konvergente Teilfolge gibt. Sei N(0) :=
N. Fir k = 1,2, 3, ... wihlen wir nun induktiv i(k) € {1,2,..., N(k)}, so dass die Menge

N(k) == {m € N(k —1) : ym € B(z;3),2 ")}

unendlich ist. Ferner sei m(k) das k-tkleinste Element von N(k). Dies liefert eine Teilfolge
(Ym(k) )k SO dass gilt:
Ym(j) € B(wigy,2 %) fiirj > k.

Insbesondere ist diese Folge eine Cauchy-Folge mit d(,,, k), M,) < 2% ¢ fiir alle k. Wegen der
Vollstandigkeit von M, konvergiert sie gegen einen Punkt y € M,,. O
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Straffheit und der Satz von Stone-Weierstrass. Schliefllich sei noch erwéhnt, dass man im
Falle von Straffheit mithilfe des Satzes von Stone-Weierstrass die asymptotische Messbarkeit und
Verteilungskonvergenz oft einfacher nachweisen kann. Auch die Gleichheit in Verteilung von M-

Zufallsvariablen wird dadurch vereinfacht.

Satz 7.22. Sei F eine Teilfamilie von Cy,(M) mit folgenden Eigenschaften:

Mit f, g € F istauch fg € F;
fiir beliebige verschiedene x,y € M, existiert ein f € F mit f(x) # f(y).

(a) Seien Z, 7 auf M., straffe Zufallsvariablen mit
(7.15) Ef(Z) = Ef(Z) firalle f € F.

Dann ist L(Z) = L(Z).

(b) Angenommen, die Folge (Z,,)nen ist asymptotisch straff auf Ml,. Ferner sei

(7.16) lim (E* f(Z,) — E, f(Z,)) = 0 firalle f € F.

n—oo

Dann ist die Folge (Z,,),, asymptotisch messbar. Zusiitzlich existiere

L(f) == lim E*f(Z,)

n—0o0

fiir alle f € F. Dann konvergiert (Z,),, in Verteilung gegen eine auf M, straffe Zufallsvariable
Z.

Beweis. Sei G der von F U {1} aufgespannte Vektorraum, und sei G sein Abschluss beziiglich
| - ||nz. Dann iibertriigt sich Eigenschaft (7.15) von F auf G. Aus Lemma 7.1 kann man ableiten,
dass sich auch Eigenschaft (7.16) von F auf G iibertrigt.

Zu beliebigem € > 0 wihlen wir nun ein Kompaktum K C M, so dass
P(Z ¢ K),P(Z¢K) < ¢
in Teil (a), beziehungsweise

limsup IP*(Z, ¢ U(K,6)) < e fiir beliebige § > 0

n—oo

in Teil (b). Aus dem Satz von Stone-Weierstrass (Satz 7.34) folgt, dass zu jeder Funktion f &
C,(M) ein g € G existiert, so dass

If =gllx =0 und gl < [IF]lnr-

Somit ist

Ef(Z2)-Ef(2)] < IflmP(Z & K)+ [ /luP(Z ¢ K) < 2|f|me,
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und fiir § > 0 gilt:

lim sup (IE* f(Z,) — E, f(Zn))

n—00

< 20f = glluxs) + QHfHMliHLSUP P*(Z, ¢ U(K,6))
< 2f —gllums) + 2l fllme

= 2[|fllme (610).

Dies beweist Teil (a) und die asymptotische Messbarkeit von (Z,, ), in Teil (b).

Angenommen, in Teil (b) existiert der Grenzwert L(f) := lim, o IE* f(Z,) fiir alle f € F.
Aus Prohorovs Theorem und Teil (a) folgt die Existenz einer Zufallsvariablen Z € M, so dass zu
jeder Teilfolge von (Z,,), eine Teilteilfolge existiert, welche in Verteilung gegen Z konvergiert.
Mit einem einfachen Widerspruchsbeweis zeigt man nun, dass dann auch die Folge (Z,,),, selbst

in Verteilung gegen Z konvergiert. O

Dieser Satz vereinheitlicht eine ganze Reihe von Techniken, um schwache Konvergenz nachzu-
weisen. In manchen Fillen hat man noch das Gliick, dass die Konvergenz von IE* f(Z,,) und
E. f(Z,) fiir beliebige f € F bereits die asymptotische Straffheit von (Z,,),, impliziert.

Beispiel 7.23 (Charakteristische Funktionen). Sei M = R? und F die Menge aller Funktionen
f(z) = asin(v'z) + Bcos(v' x)

mit ., 3 € Rund v € R% Diese Klasse F erfiillt die Voraussetzungen von Satz 7.22. Die Vertei-
lung einer R?-wertigen Zufallsvariable Z wird also durch ihre charakteristische Funktion,

R v IEexp(\/—lvTZ) e C,

eindeutig festgelegt.

Betreffend Konvergenz in Verteilung betrachten wir der Einfachheit halber nur Zufallsvariablen:
Fiir beliebige v € R? existiere der Grenzwert £(v) := lim,, o, IE cos(v' Z,), wobei £ im Null-

punkt stetig ist. Dann ist (Z,, ),, asymptotisch straff. Denn fiir beliebige Vektoren v € R? ist

1 1 . —|—Zn
) = / fro)dr = lim IECOS(TUTZn) dr = lim IE M
0

n—oo [ n—00 'UTZn ’

wobei sin(0)/0 := 1. Doch sin(x) /z < 1{]z| < 2} +1{|z| > 2}/2 = 1-1{|z| > 2} /2, weshalb

lim sup IP(|UTZn| >2) < 2(1-C(v)).
n—oo

Mit einer Orthonormalbasis w1, us, . . . , ug des R? ergibt sich also fiir R > 0, dass
d
lim sup IP( max |u]TZn] > QR) < 22(1 —C(R'w)) - 0 (R—0),
00 j=1,...,d —

da nach Voraussetzung lim,_,o C'(v) = ¢(0) = 1. Aus diesen Betrachtungen und Satz 7.22 ergibt
sich folgender Stetigkeitssatz fiir charakteristische Funktionen:
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Korollar 7.24 (Lévy-Cramér). Sei (Z,), eine Folge von R?-wertigen Zufallsvariablen derart,
dass fiir beliebige v € R? der Grenzwert
((v) = lim IEexp(v/—1 UTZn) e C
n— oo

—

existiert. Ist £ im Nullpunkt stetig, dann ist {(v) = IE exp(\/—l UTZ) fiir eine R%-wertige Zu-
fallsvariable, und Z,, —, Z.

Beispiel 7.25 (Laplace-Transformierte). Sei M = [0, c0) und F die Menge aller Funktionen

f(z) = exp(=Az)

mit A > 0. Diese Familie erfiillt die Voraussetzungen von Satz 7.22. Die Verteilung einer [0, c0)-

wertigen Zufallsvariable Z wird also durch ihre Laplace-Transformierte,
[0,00) 3 A — Eexp(—\2),

eindeutig festgelegt.

Angenommen, fiir beliebige A > 0 existiert der Grenzwert /() := lim,,_, o IEs exp(—AZ,,), und
¢ ist im Nullpunkt stetig. Dann ist (Z,),, asymptotisch straff. Denn fiir A > 0 und = > 0 ist
exp(=Az) <z <A1} +e{z> A} =1-(1—-eH1{z > A1}, sodass

IE,exp(=\Z,) < 1—(1—-e HIP*(Z, > 17,

also
1—
limsup IP*(Z, > A71) < iG]

n—00 ~ 1l-el7
Dies liefert einen Stetigkeitssatz fiir die Laplace-Transformierte von nichtnegativen Zufallsvaria-
blen:

Korollar 7.26. Sei (Z,,), eine Folge von [0, c0)-wertigen Zufallselementen derart, dass fiir be-
liebige A > 0 der Grenzwert

(A) = lim E'exp(—\Z,) = lim IE,exp(—\Z,)

n—o0 n—0o0

existiert. Ist ¢ im Nullpunkt stetig, dann ist {(\) = IE exp(—\Z) fiir eine [0, co)-wertige Zufalls-
variable Z, und Z,, —, Z.

Beispiel 7.27. Sei Ml = {.(7), versehen mit der Supremumsnorm || - ||7. Dann erfiillt die Menge
JF aller Funktionen

f@) = fo((z(t))eeT,)

mit endlichen Mengen 7, C 7T und beschrinkten stetigen Funktionen f, : 7, — R die Vor-
aussetzungen von Satz 7.22. Hier ist asymptotische Straffheit schwieriger nachzuweisen; siehe
Abschnitt 7.7.
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7.7 Funktionale Grenzwertsitze

Hier betrachten wir die Menge £.(7) aller beschrinkten Funktionen x : 7 — R versehen mit
der Supremumsnorm || - || = || - ||7. Das erste Resultat charakterisiert die separablen Teilmengen

von {oo (7).

Lemma 7.28. Sei M, eine separable Teilmenge von ¢ (T ). Dann existiert eine Pseudometrik
p auf T, so dass gilt: (T, p) ist prikompakt, und alle Funktionen in M, sind gleichméBig stetig
beziiglich p.

Ein pseudometrischer Raum (77, p) heiit prakompakt (oder totalbeschrinkt), wenn man fiir be-
liebige > 0 die Menge 7 mit endlich vielen Kugeln mit Radius ¢ beziiglich p iiberdecken
kann. Mit anderen Worten, fiir beliebige § > 0 ist die Uberdeckungszahl N (6, 7, p) endlich; siehe
Abschnitt 6.1.

Beweis von Lemma 7.28. Sei {z}, : k € N} eine dichte Teilmenge von M,,. Dann definieren wir
p(s,t) = Y min(|zk(s) — zx(t)],277).
keN

Man kann zeigen, dass p eine Pseudometrik auf 7 ist; siche unter anderem Aufgabe 7.9. Ferner
sind alle Funktionen z;, gleichmiBig stetig beziiglich p, denn aus p(s,t) < § < 27% folgt not-
wendig, dass |zx(s) — x(t)| < 0. Dann sind aber auch alle Funktionen in M, gleichméBig stetig
beziiglich p; siehe Aufgabe 7.10.

Zu zeigen ist nun, dass (7, p) prikompakt ist. Fiir € > 0 wihlen wir N € N mit 2~V < ¢/2. Dann
ist p(s,t) < > p<n |7k(s) — ()| + €/2. Die Menge
{(Ik(t))kSN it e T}

ist eine beschriinkte Teilmenge des R”, da alle Funktionen x;, beschrinkt sind. Folglich existiert

eine endliche Teilmenge 7, von T, so dass

min Z |zp(s) — zx(t)] < €/2 firallet € T.
s€To fn

Somit ist p(t, 7,) < e fiir beliebige t € T. O

Im folgenden sei p eine feste Pseudometrik auf 7, so dass (7, p) prikompakt ist, und 7, sei eine
dichte Teilmenge von 7 beziiglich p. Ferner sei C, (7, p) die Menge aller beziiglich p gleichmiBig
stetigen Funktionen auf 7. Mit dem Stetigkeitsmodul

w(e0) =wle,dlp) = s fa(s) — alt)
s,te€Tp(s,t)<d

einer Funktion = € /(7)) kann man schreiben:

Cu(T,p) = {xego@m:% w(x,a):o}.
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Lemma 7.29. Der Raum C, (T, p) ist vollstindig und separabel beztiglich || - ||.

Beweis von Lemma 7.29. Wir konstruieren zunichst eine spezielle Folge von Abbildungen, die
wir mehrfach verwenden werden: Fiir & € N sei 7T eine endliche Teilmenge von 7, derart, dass

sup;e7 p(t, Tr) < (2k)~, und es seien 7; C T2 C T3 C - - - . Nun definieren wir

+ +
Ak(t,u) == (1= kp(t,u)) / Z (1 —kp(t,v))
vETE
firt € 7 und u € Tj. Man beachte, dass die Summe im Nenner grofer oder gleich 1/2 ist.
Offensichtlich ist

0 < M(hu) < Hp(hu) <k} und > Ne(u) =1
uET
Ferner wird in Aufgabe 7.11 gezeigt, dass die Funktionen A (-, u), u € T lipschitzstetig beziiglich
p sind. Fiir z € £ (T) oder & € £oo(T;) = R7* sei nun

Myx = Z z(u)Ap(,u) € Cu(T,p).
uET
Dann ist ITj, eine lineare Abbildung von /(7)) beziehungsweise {(7x) nach C, (7, p), so dass
gilt:

kx| < ||lz|l7 firalle x € loo(T) U loo(Tk),

(7.17) |z — M| < w(z, k1) fiiralle z € oo (7).

Letztere Ungleichung folgt aus

le(t) — Mpa(t)| = ‘Z W) Aw(t, )

w€ Tk

< Y () — w(w) | An(t,w)

u€ETy

< Z w(xak_l)Ak(ta u)

uETg
= w(z, k).

Nun zum eigentlichen Beweis von Lemma 7.29: Die Vollstidndigkeit von C,, (7, p) ist Gegenstand
von Aufgabe 7.10. Aus (7.17) folgt, dass

U {Ty : y € @7}

keN
eine abzihlbare, dichte Teilmenge von Cy(7, p) darstellt. Denn fiir beliebige © € Cy(7) und
k € Nist

inf ||z — Tyl < w(z, k™) + inf |lz—y|7n = w@ k™) - 0 (k- o).
yeQTk 4eQTk
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Lemma 7.30. Ein C,(T, p)-Zufallselement Z ist genau dann messbar, wenn Z(t) fiir beliebi-
get € T, messbar ist. Die Verteilung einer Cy(T, p)-wertigen Zufallsvariable Z wird eindeutig

bestimmt durch ihre endlichdimensionalen Randverteilungen,

L((Zt))teT,), ToC T endlich.

Beweis. Sei D die Menge aller Durchschnitte von endlich vielen abgeschlossenen Kugeln in
Cu(T, p). Dann ist D ein erzeugendes System der Borelmengen von Cy(7T, p). Denn aufgrund
der Separabilitdt von C, (7, p) kann man jede offene Teilmenge hiervon als abzihlbare Vereini-
gung abgeschlossener Kugeln darstellen. Doch jede Menge D € D hat folgende Form: Fiir ein
m € N, Funktionen 1, ..., x,, € Cy(T, p) und Zahlen 7y, ..., 7, > 0ist

m

D = (WyeCuT): ly—aill <}

=1

= NN {vecuT): lly—illn <}

i=1k=1

- m D,
keN
mit Dy, := (21 {y € Cu(T) : |ly — @i|l7z < m} und den Mengen 7, C 7 aus dem Beweis
von Lemma 7.29. Die Indikatorfunktion 1{Z € Dy} ist eine messbare Funktion von (Z(t)):c7,..
Daher ist Z genau dann messbar, wenn Z(t) fiir alle ¢ € 7, messbar ist. In diesem Falle ist
IP(Z € D) = limy_,0o IP(Z € Dy),da Dy D Dy D D3 D ---. Also wird IP(Z € D) durch die
Randverteilungen £((Z(t)):e7, ), k € N, bestimmt. Da D durchschnittstabil ist, bestimmen diese
Verteilungen sogar £(Z). O

Im Hinblick auf Abschnitt 7.6 ist eine naheliegende Frage, wie prikompakte Teilmengen von
Cu(T, p) aussehen. Dies wird durch den Satz von Arzela-Ascoli aus der Funktionalanalysis be-
antwortet. Es sei nur darauf hingewiesen, dass folgende Eigenschaft von (Z,,),, in engem Zusam-

menhang mit asymptotischer Straftheit steht.
Definition 7.31. Eine Folge von Folge (Z,,)nen von {o (7T )-Zufallselementen heifit asymptotisch
stochastisch gleichstetig (beziiglich p), wenn

léiﬁ]l limsup IP*(w(Z,,8) >€) = 0 fiir beliebige € > 0.

n—o0

Nun kommen wir zum Hauptsatz dieses Abschnitts.

Satz 7.32. Sei (Z,), eine Folge von (. (T )-Zufallselementen. Dann sind folgende Aussagen

dquivalent:

(a) (Z,)n ist stochastisch gleichstetig, und fiir beliebige endliche Mengen T, C T, konvergiert
(Zn(t))teT, in Verteilung gegen eine {o(7,)-Zufallsvariable Y(,).

(b) (Z,,),, konvergiert in Verteilung gegen eine C, (T, p)-wertige Zufallsvariable Z.



98 KAPITEL 7. KONVERGENZ IN VERTEILUNG

Unter diesen Bedingungen ist L((Z(t))ieT,) = L(Y(7,)) fiir alle endlichen Teilmengen T, von
Ts.

Beweis. Dal Bedingung (b) Bedingung (a) impliziert, folgt aus dem Satz von der stetigen Ab-
bildung und dem Portmanteau-Theorem. Denn = — (z(t))ie7, und x — w(z,d) sind stetige
Abbildungen auf £, (7), wobei

lim IP(w(Z,6) > = 0 fir beliebi 0.
51&)1 (w(Z,8) > ¢) iir beliebige € >

Umgekehrt sei Bedingung (a) erfiillt. Zu beliebigem € > 0 existiert ein k € N mit

limsup IP*(w(Z,, k1) > €) < €/2.

n—o0

Mit 7 und II; aus dem Beweis von Lemma 7.29 ist also

limsup IP* (|| Z, — I Zy| > €) < €/2;

n—oo

siehe (7.17). Doch (Z,,(t)):c7, konvergiert in Verteilung gegen eine /. (7;)-Zufallsvariable Y.

Insbesondere existiert eine reelle Zahl R > 0 mit
P(| Vil > R) < ¢/2.

Doch dann ist K := {IIy : |ly|l;, < R} eine kompakte Menge in Cy (7, p) aufgrund der
Stetigkeit von 11, und

P*(Z, ¢ U(K,¢))

IN

P (1 Z — My Zyn|| > €) + P*(I4 Z, € K)
IP*(”ZH — 1 Zy|| > 6) + ]P*(HZnHTk > R)
< eto(l),

IN

gemil dem Portmanteau-Theorem. Nach Lemma 7.29 und Teil (IT) von Satz 7.21 ist also (Zy, ),
asymptotisch straff auf C, (7, p). Doch nun folgt Aussage (b) aus Satz 7.22, angewandt auf die

Menge F aller Funktionen der Form

f@) = g((=(t)eT.)

mit endlichen Teilmengen 7, von 7, und beschrinkten stetigen Funktionen g auf R7. O

Skizze eines anderen Beweises von “(a) =—> (b)”. Man kann die Resultate aus Abschnitt 7.6 wie

folgt umgehen. Die Limites Y}, € {5 (Tx) von (Z,,(t))ic7,, k € N, erfiillen folgende Bedingung:
L(Yy) = E((Yg(t))te'ﬁc) firl <k </

Nach dem Existenzsatz von Kolmogorov existiert ein stochastischer Prozess Z auf 7., := |J & Tr
mit £((Z(t))ier) = L(Y%) fiir alle k£ € N. Mit den Stetigkeitsmoduli w (-, -) und wy(+, -) von
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Funktionen auf Ty bzw. T gilt: wi (-, ) T we (-, -) fiir & — oo, weshalb

P (we(Z,0) >€) = Jim. P (wy,(Z,6) > ¢)

IN

lim limsup IP*(wg(Zy,0) > ¢€)

k—oo  np—oo

< limsup IP*(w(Zy,0) > )

n—00

— 0 (6)0).

Also hat Z fast sicher gleichmiBig stetige Pfade auf 7. beziiglich p. Zusammen mit Lemma 7.30
kann man also folgern, dass eine C, (7, p)-Zufallsvariable Z existiert, so dass £((Z(t))ieT,) =
L(Y}) fiir alle k. Fiir f € Crip(Yo(7), [0, 1]) mit Lipschitzkonstante L gilt demnach:

" f(Zn) — B f(2)] < B(f(Zy) - f(0Zn)| + E|f(Z) - f(1.2Z)]
+ [E* f(IZy) — E f(I1,Z)|
= E"|f(Zn) = f(kZn)| + E[f(Z) = f(1xZ)[ 4 o(1)
< 2Le+P*(w(Zy, k™) > €) + P(w(Z,k7Y) > €) +o(1),

und der limes superior der rechten Seite wird beliebig klein, fiir geeignete k € Nund e > 0. [

7.8 ExKkurs: Der Satz von Stone—Weierstrass

In diesem Abschnitt behandeln wir ein klassisches Resultat iiber die Approximation beliebiger
durch spezielle stetige Funktionen. Zunéchst erinnern wir an ein einfaches Resultat iiber die Ap-
proximation stetiger Funktionen durch Bernstein-Polynome:

Lemma 7.33. Sei f : [a,b] — R lipschitzstetig mit Konstante L. Fiirn € N sei

st = 3 ()2 (2 s 0-0)

Dann ist
L(b—a)

2vn

Beweis von Lemma 7.33. Fiir p € [0, 1] sei Y}, ~ Bin(n, p). Dann ist

1Buf = flliagy <

Buf(a+ (b—a)p) = Ef(a+ (b—a)Y,/n).

Folglich ist
Buf(a+(®—ajp) = fla+ (b-ap)| < E|f(a+b-a)y/n) = fla+(b-ap)
< E(L(b—a)|Yy/n—pl)
< L(b—a)y/Var(Y,/n)
< L(b—a)/Vin. ]
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Nun formulieren wir das allgemeine Resultat fiir stetige Funktionen auf einem metrischen Raum

(M, d). (Resultat und Beweis sind sogar fiir beliebige topologische Riume giiltig.)

Satz 7.34 (Stone—Weierstrass). Sei K eine kompakte Teilmenge von M. Ferner sei A eine Teil-

menge von Cy,(M) mit folgenden Eigenschaften:

(i) Fiir beliebige A € R und g, h € A gehoren auch \g und g + h zu A.

(ii) Fiir beliebige g, h € A gehort auch gh zu A.

(iii) Die konstante Funktion 1 gehort zu A.

(iv) Fiir beliebige x,y € K mit x # y existiert ein g € A derart, dass g(z) # g(y).

Bezeichnen wir mit A den Abschluss von A beziiglich || - ||, dann existiert zu jedem f € Cp, (M)
ein g € A derart, dass
g = f aufK und [g[m < |[fllx-

Beweis von Satz 7.34. Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass die Eigenschaften (i - iv)

erhalten bleiben, wenn man A durch A ersetzt. Wir konnen also ohne Einschriankung annehmen,

dass A = A.

Schritt 1: Aus den Bedingungen (i - iv) ergibt sich eine zusitzliche Eigenschaft von A: Fiir

beliebige g, h € A gehoren auch min(g, k) und max(g, h) zu A.

Denn min(g, k) und max(g, h) lassen sich schreiben als (¢ + h + |g — h|)/2 bzw. (g + h —
|g — h|)/2. Folglich geniigt es zu zeigen, dass |g| € A fiir beliebige g € A. Doch mit [a, b] :=
[—lglln, [lgllm] und f(z) := |z| in Lemma 7.33 folgt, dass |g| der uniforme Grenzwert der
Funktionen B,, f o g fiir n — oo ist. Wegen der Eigenschaften (i - iii) gehort mit g auch B, f o g
zu A.

Schritt 2: Fiir beliebige kompakte Mengen A, B C K mit A N B = () existiert eine Funktion
h € A mit Werten in [0, 1], so dass h = 0 auf A und h = 1 auf B.

Um dies zu zeigen, wihlen wir fiir beliebige 2,y € K mit z # y eine Funktion hJ , € A derart,
dass hy , < Ound hg , > 1. Dies ist moglich wegen (i, iii, iv). Dann ist aber

hy, = max(min(hg ,,1),0)

eine Funktion in .4 mit Werten in [0, 1], und es existieren offene Umgebungen U, , von z sowie
Vz,y von y, so dass h, , = 0 auf U, , und h,, = 1 auf V, ,,. Fiir festes + € A bilden die Mengen
Vuy» Y € B, eine offene Uberdeckung von B. Folglich existiert eine endliche Teilmenge B, ()
von B derart, dass B C {J,ep, (1) Va.y- Insbesondere ist

hy = h
* yeba(e) Y
eine Funktion in .4 mit Werten in [0, 1], so dass h, = 0 auf der offenen Umgebung U, :=

ﬂye Bo(x) U,y von x, und h, = 1 auf B. Nun bilden die Mengen U, x € A, eine offene Uber-
deckung von A. Es existiert also eine endliche Teilmenge A, von A derart, dass A C Uxe A, U,.
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Doch dann ist

h := min h,
(EGAO

eine Funktion mit den gewiinschten Eigenschaften.

Schritt 3: Nun sei f eine beliebige Funktion in C,(M). Dann konstruieren wir eine Funktion

h1 € A wie folgt: Wir wihlen Funktionen hgi) mit Werten in [0, 27171l K] derart, dass hgi) =0

auf {+f < 0} N K und h{H) = 271 f|l auf { + f > 271 f||} 0 K. Mit oy := B — {7
kann man leicht zeigen, dass h; € A und

Pl < 27 fll, 1R — flle < 2701l

Nun wiederholen wir diesen Prozess induktiv: Seien hy, ..., hy bereits gewihlt, so dass
14
i L. —L
Ihile < 2790 fllx firj=1,...,¢ und Hzl h— 1| < 27l
J:

Dann wiederhole die obige Konstruktion von hy mit f — 22:1 h; an Stelle von f um hyi 1 zu
erhalten. Letztlich ist dann der Grenzwert g := Z;’il h; eine Funktion in .A mit den gewiinschten
Eigenschaften. O

7.9 Aufgaben

Aufgabe 7.1. Seien (M, || - ||) und (M || - ||) normierte Riume, T : M — M eine Abbildung und

T, ein fester Punkt in M. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(a) Es existiert eine stetige Abbildung 4 : M — M derart, dass

lim sup Ht_l[T(iﬁo +tv) = T(z,)] = H(v)|| = 0
0 yek

fiir jede kompakte Teilmenge K von M.
(b) Es existiert eine Abbildung H : M — M derart, dass

lim  A(T(zo + A 'w) — T(z,)) = H(v)

A—00, W—v
fiir alle v € M. (Insbesondere ist H dann stetig.)

Aufgabe 7.2. Sei (T, p) ein metrischer Raum und S eine beliebige Teilmenge von 7. Zeigen Sie,
dass die Menge aller x € ¢ (7 ), welche in jedem Punkt s € S stetig sind, ein abgeschlossener

Untervektorraum von £, (7) ist.

Aufgabe 7.3. Zeigen Sie, dass die Menge M aller z € (oo (R) mit limy,_,, #(t) = 0 ein abge-

schlossener linearer Teilraum von /o, (R) ist.

Aufgabe 7.4. Beweisen Sie die kompakte Differenzierbarkeit des Funktionals 7" in Beispiel 7.13,
i.e. Aussage (7.8).
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Aufgabe 7.5. Sei P ein WahrscheinlichkeitsmaB auf R? mit der Eigenschaft, dass P({z € R? :
u'e = r}) = 0 fiir beliebige v € R% und r € R. Zeigen Sie, dass

lim  sup P({CEERd:T’S’U,Tl’ST-l—E}) = 0.
€l0 u€R,reR

Aufgabe 7.6 (Momentenmethode). Sei M = [0, 1] und F = {f1, fo, f3, ...} mit

fe(z) = k.

Formulieren und begriinden Sie nun mit Hilfe von Satz 7.22 Aussagen iiber (a) die Charakterisie-
rung von Verteilungen auf [0, 1] und (b) Konvergenz in Verteilung von [0, 1]-wertigen Zufallsele-

menten.

Aufgabe 7.7. Sei M = M x My mit metrischen Rdumen (M, d1) und (M, d3), und sei
d((z1,22), (y1,y2)) = max(di (21, 22),d2(22,92)).

(a) Angenommen, Z ist straff. Zeigen Sie, dass (Z,),, genau dann in Verteilung gegen Z konver-

giert, wenn lim,,_, o, IE* f(Z,,) = IE f(Z) fiir alle stetigen Funktionen f der Form

f(z1,22) = fi(w1) fa(w2)

mit f; € C(MZ, [0, 1])

(b) Zeigen Sie, dass (Z,,),, genau dann asymptotisch straff und asymptotisch messbar ist, wenn mit
Zn = (Zn1, Zn2) beide Folgen (Z,,1),, und (Z,2),, asymptotisch straff und asymptotisch messbar

sind.

Aufgabe 7.8. Zeigen Sie, dass Ny(fin, Xn) —w Ng(p, X) genau dann, wenn g, — pund X, —
3.

Aufgabe 7.9. Sei p(-, -) eine (Pseudo-) Metrik auf einer Menge 7. Ferner sei h : [0, 00) — [0, 00)

monoton wachsend und stetig mit 4(0) = 0, Grenzwert h(oco) > 0, und
h(r+s) < h(r)+ h(s) firaller,s > 0.
Zeigen Sie, dass h o p ebenfalls eine (Pseudo-) Metrik auf 7 darstellt und die gleiche Topologie

wie p definiert.

Aufgabe 7.10. Sei (T, p) ein pseudometrischer Raum, und fiir n € N sei z,, : T — R eine
beziiglich p gleichmiBig stetige Funktion. Angenommen, (z,,), konvergiert gleichmiBig gegen

eine Funktion . Zeigen Sie, dass auch x gleichmiBig stetig beziiglich p ist.

Aufgabe 7.11. Sei 7, eine endliche Teilmenge eines pseudometrischen Raumes (7, p), und sei

sup p(t, 7o) < 9§
teT



7.9. AUFGABEN 103

fiir eine Konstante § > 0. Fiirt € 7 und u € 7, sei
At,u) = (1- 5_1p(t,u))+/ Z (1—5""p(t, v))+.
v€TH
Zeigen Sie, dass die Funktionen (-, u), u € 7, lipschitzstetig beziiglich p sind.

Aufgabe 7.12. Sei S, der Partialsummenprozess aus Abschnitt 1.2, und sup ser |f(zng)] sei fiir
alle 7+ < n endlich. Zeigen Sie, dass S, eine {~o(F)-Zufallsvariable ist.

Aufgabe 7.13. Zeigen Sie, dass die Abbildung
Roy — 1{y <} €l(R)

nicht Borel-messbar ist.

Hinweis: Zeigen Sie, dass fiir beliebige Mengen B C R die Menge der Indikatorfunktionen 1{y <
-}, y € B, abgeschlossen ist in £ (R).

Verallgemeinerung: Fiir n € Nist die Abbildung R” > y +— > | 1{y; < -} nicht Borel-messbar.
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Kapitel 8

Brownsche Bewegung und Briicke

In diesem Kapitel betrachten wir die Funktionenrdume ¢ ([0, 1]) und /o (R), wobei R mit der

tiblichen Metrik p(s,t) := |t — s| versehen wird.

8.1 Stochastische Gleichstetigkeit auf [0, 1]

Lemma 8.1. Sei Z ein { ([0, 1])-Zufallselement. Fiir beliebige 0 < § < 1 undn > 0 ist

P*(w(Z,6/2) >2n) < 20! sup IP*( sup | Z(u) — Z(t)| > 77).
te[0,1—4] u€[t,t+4]
Beweis. Fir0 < j < [2/d]seil; == [j0/2,(j+1)0/2]N[0,1]. Zuu,v € [0, 1] mit ju—v| < 6/2
existiert stets ein j < [2/0] mit u,v € [; U Ij41, und I; U [j41 C [tj,t; + 0] mit ¢; =
min(j6/2,1 — ¢). Folglich ist
12/6]—1
P*(w(Z,6/2) > 2n) < Z P* sup  |Z(u) — Z(v)| > 277>
=0

u,UEIjUIj+1

[2/5]-1
< P*( sup [Z(u) = Z(t;)] > n
jZO <U€IjUIj+1 ! )
< 2571 sup ]P*( sup | Z(u) — Z(t)| > 77). O
te[0,1—4] u€lt,t+4]

Die Frage ist nun, wie man die rechte Seite der Ungleichung in Lemma 8.1 abschétzen kann.

Lemma 8.2. (Lévy). Sei Z ein stochastischer Prozess auf [a, b] mit rechtsseitig stetigen Pfaden
und unabhéngigen Zuwichsen; das heiBt, fira <t < u < b sind (Z(s))se|q,) und Z(u) — Z(t)
stochastisch unabhéngig. Fiir beliebige np > 0 ist

P((|Zlljap) >n) < P(IZ()] >n/2) + sup P(Z(b) — Z(t)| > n/2).

te(a,b]

Falls zusitzlich 0 € Median(Z(b) — Z(t)) fiira <t < b, ist sogar
P(|Zljap > n) < 2P(1Z(b)] > 7).

105
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Beweis. Wegen der rechtsseitigen Stetigkeit der Pfade von Z geniigt es, die Behauptung mit || Z|| 7
an Stelle von || Z||(, 4 zu beweisen, wobei T' > {b} eine beliebige endliche Teilmenge von [a, b]

ist. Sei
o= min({t eT:|Z(t)| > n} u{oo}).
Dann ist
Zllr>n} = {reT} c {reT,|Z(®)| <n/2}U{|Z(0)>n/2},

und {7 € T, |Z(b)| < n/2} ist gleich

U{r=t120) <n/2} c |J{r=t1n{12(0) - 2(8)] > n/2},

teT teT
denn |Z(t)| > n auf {7 = t}. Folglich ist

A

P([Zllz >n) P(1Z(b)| > n/2) +P(r € T,|Z(b)] < n/2)

P(1Z(b)] > n/2) + > _P(r=t)IP(|Z(b) — Z(t)| > n/2)
te’T
P(|Z(b)| > n/2) +t§[1%] P(|Z(b) — Z(t)| > n/2).

IN

IN

Wenn zusiitzlich IP(Z(b) — Z(t) > 0) > 1/2und IP(Z(b) — Z(t) < 0) > 1/2fiira < ¢ < b,
dann ist

P(r =t)
P(r=t2(t)>n)+P(r=t2(t) < —n)

< 2P(r=t,2(t)>n,2(0b)—Z(t) >0)+2P(r =t,Z(t) < —n, Z(b) — Z(t) < 0)
< 2P(r=t,2(b) >n) +2P(r =t,Z(b) < —n)
= 2IP(r =t,|Z(b)| > n),

und die gewiinschte Ungleichung folgt durch Aufsummieren iiber alle ¢t € 7. O

8.2 Donskers Invarianzprinzipien

Definition 8.3 (GauBlprozess). Ein GauBlprozess auf einer beliebigen Indexmenge 7 ist ein sto-
chastischer Prozess Z auf T, so dass fiir beliebige m € N und t1,%9,...,t, € T der Vektor

(Z(tj))1<j<m € R™ GauB-verteilt ist. Ist IE(Z) = 0, so nennt man den Prozess Z zentriert.

Definition 8.4 (Brownsche Bewegung). Eine Brownsche Bewegung auf 7 = [0,1] oder 7 =

[0, 00) ist ein zentrierter GauBprozess W auf 7 mit fast sicher stetigen Pfaden und Kovarianzen
EW(@{)W(u)) = min(t,u) firt,ueT.
Eine dquivalente Definition: Eine Brownsche Bewegung auf 7T ist ein zentrierter GauBprozess W

auf 7 mit fast sicher stetigen Pfaden und unabhingigen Zuwichsen, wobei W (0) = 0 fast sicher,
und W(u) —W(t) ~ NO,u—t)fir0<t<ueT.
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Definition 8.5 (Brownsche Briicke). Eine Brownsche Briicke ist ein zentrierter GauB3prozess B

auf [0, 1] mit stetigen Pfaden und Kovarianzen
E(B(t)B(u)) = min(t,u) — tu.

Anmerkung 8.6 (Eigenschaften der Brownschen Bewegung und Briicke). Die Existenz einer
Brownschen Bewegung bzw. Briicke ist nicht offensichtlich sondern folgt implizit aus den Sét-

zen 8.7 und 8.8. Wir weisen bereits auf folgende Eigenschaften und Zusammenhinge hin:

Sei B eine Brownsche Briicke, und sei Y standardnormalverteilt und unabhingig von B. Dann

definiert
W(t) := B(t)+tY eine Brownsche Bewegung auf [0, 1],
t
Wi(t) = (1+t)B (m> eine Brownsche Bewegung auf [0, c0).

Sei W eine Brownsche Bewegung auf [0, 1]. Dann definiert
B(t) := W(t) —tW (1)

eine Brownsche Briicke, weshalb man die Brownsche Briicke auch als tied-down Brownian motion

bezeichnet.

Sei W eine Brownsche Bewegung auf [0, 00), und seien o > 0, v > u > 0. Dann definiert

W) = o 'W(c?),
S 1/t falls ¢ > 0,
wit) = { falls t = 0,
W(t) = W+ t) W(v)

jeweils eine Brownsche Bewegung auf [0, co). Ferner definiert

W1 = t)u+tv) — (1 — )W (u) — tW (v)

vV—Uu

B(t) =
eine Brownsche Briicke.

Nun kommen wir zu den Sitzen von Donsker. Im ersten Fall betrachten wir Partialsummenpro-
zesse .
0,1] 5t = Wa(t) = n~ /) " 1{i < nt} Yo
i=1
Satz 8.7 (Donsker). Angenommen, tiir jedes n sind Yp1, Yno, . . ., Yo, unabhingig und identisch
verteilt mit
E(Y,) =0 und Var(Y,) = 1.

Ferner sei
lim E(1{Y,} > en}Y3) = 0 fiir beliebige ¢ > 0.
n—oo

Dann konvergiert (W), in Verteilung gegen eine Brownsche Bewegung auf [0, 1].
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Im zweiten Fall betrachten wir den uniformen empirischen Prozess G,, aus Abschnitt 3.1, genauer

gesagt, die Standardisierung
n
0,1] 5t = By(t) == n'2(Gn(t) —t) = n /2> (H{U; <t} —t).
i=1
Satz 8.8 (Donsker). Die Folge (B,,),, konvergiert in Verteilung gegen eine Brownsche Briicke.

Beweis von Satz 8.7. Aus dem Lindebergschen Zentralen Grenzwertsatz kann man folgern, dass
fiir beliebige f € Cp(R) gilt:

(8.1) lim  sup }IE F(Wh(u) = Wi(t)) —IE f(Vu — tY)’ =0,

n—=00 g<y<v<l

wobei Y standardnormalverteilt ist. Ferner hat der Prozess IW,, unabhingige Zuwéchse, weshalb

£((Walts) = Walti) i) —ur Non (0, ding (1 — 1))

fiir beliebige m € Nund 0 = ¢y < t; < tg < --+ < tp, < 1. Zusammen mit W,,(0) =
0 folgt hieraus die schwache Konvergenz der endlichdimensionalen Randverteilungen von W,

gegen zentrierte Normalverteilungen mit der gewiinschten Kovarianzstruktur.
Zu zeigen bleibt die stochastische Gleichstetigkeit von (W,,),,. Nach Lemma 8.1 und 8.2 geniigt

hierzu der Nachweis, dass

lim limsup sup 5_11P(]Wn(u) — Wy(t)| =€) = 0 fiirallee > 0.

=0 n—oo O<u—t<s

Doch aus (8.1) folgt, dass

limsup sup 0 TIP(|Wo(u) — Wa(t)] > €)

n—o0  O<u—t<d
< sup §'PWNu—tlY|>e) = 'P(Y|> 571/26) < 5 texp(—01€%/2),
O<u—t<é
und fiir 6 | 0 konvergiert die rechte Seite gegen Null. O

Beweis von Satz 8.8. Fiir beliebiges festes n ist der Erwartungswert von B,, gleich Null, und

IE(By,(t)Bn(u)) = min(t,u) — tu. Aus dem multivariaten Zentralen Grenzwertsatz folgt, dass
E((Bn(ti))lgigm) —w Nm <0, (min(ti, tj) — titj)?;:l)

fiir beliebige m € Nund t1,to, ..., t, € [0, 1]. Zu zeigen bleibt also die stochastische Gleichste-
tigkeit von (By,),. Diese folgt direkt aus Lemma 8.9. O

Lemma8.9. Fir0< 4§ <1lundn> /9 ist stets
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Wihlt man in Lemma 8.9 n = /0 log(e/d) mit k > 4, dann konvergiert die obere Schranke ge-
gen Null fiir § — 0 und nd/logn — oo. Bis auf die grofie Konstante « beschreibt dies das exakte
Verhalten von w(B,, -), denn W. Stute (1982) zeigte, dass hier w(By,,d) = /2 log(1/d)(1 +

op(1)).

Beweis von Lemma 8.9. Wir betrachten zunichst B,, als stochastischen Prozess auf (einer abzihl-
baren dichten Teilmenge) der Menge 7 aller Paare (s,t) € [0,1]2 mit 0 < ¢t — s < §/2 vermoge
By, (s,t) := By(t) — By(s). Dann ist nimlich w(B,,d/2) = || By,||7, und fiir alle (s,t) € T gilt:
Var[By,(s,t)] < §/2, also IP(|By(s,t)] < n) > 1/2. Mit einer unabhéngigen Kopie B;, von B,
und dem symmetrisierten Prozess B2 (t) := n~ /231" | &1{U; < t} gilt also:

IP(w(By,8/2) > 5n) < 2IP(w(By, — By,,0/2) > 4n) < 4P (w(By,6/2) > 2n)

nach Symmetrisierungslemma 3.1 (a) und Symmetrisierungslemma 3.3 (a). Diese obere Schranke

ist nach Lemma 8.1 und Lemma 8.2 nicht grof3er als

8 8
—~ sup IP( sup |B;(u)— By(t)| > = —IP( sup |B(u)| >
S P s 5 = B0 > 0) = 5P 570> )
8
= —IEIP( s By Ssn|lU
5 (uel[loI;H (u)] n‘ )
16 o
< — EP(|B;(9) >n|U)

0
mit U := (U;)?_,. Nun verwenden wir Hoeffdings und Bennetts Ungleichung und erhalten

2
% Eexp <— 2@2(5))
32

5 (exp(—Zé) +IP(Gn(5) > 2(5))

< 5§ (eo(-5) rea(-757))

Die Behauptung folgt jetzt aus der Ungleichung B(1) > 3/4; sieche Anmerkung 4.6. O

1P (w(Bn,6/2) > 51) <

<

8.3 Anwendung auf getrimmte Mittelwerte

Seien P und P,, Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf R mit Verteilungsfunktionen F' bzw. F,.
Ferner sei Pn die empirische Verteilung von unabhingigen Zufallsvariablen X,,1, X2, ..., Xu,

mit Verteilung P,. Die Verteilungsfunktion von Pn sei Fn

Eine Standardmethode, um den empirischen Mittelwert zu “robustifizieren”, besteht darin, die Va-
riablen X,,; der GroBe nach zu ordnen und die k(n) groBten sowie die k(n) kleinsten Zahlen
aus der Stichprobe zu entfernen, wobei k(n) := [na| mit 0 < a < 1/2. Der Mittelwert dieser
reduzierten Stichprobe ist ein getrimmter Mittelwert. Im Falle von paarweise verschiedenen Be-

~

obachtungen X ,; ist dieser getrimmte Mittelwert bis auf einen Faktor 1 + O(1/n) gleich T'(P,,),
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wobei allgemein
T(P) = (1 2a)_1/1{a < P(z) < B} 2 Pda)
mit 5 := 1 — . Esist T(P) = p, falls P stetig und um g symmetrisch ist.

Satz 8.10. Angenommen (P,),, konvergiert schwach gegen P, wobei F stetig und auf dem In-
tervall {0 < F' < 1} streng isoton ist. Ferner sei

W(Fp, 04) (: max P{x}) = o(n"1/?).

Dann ist
T(pn) - T(Pn) = (1 — Qa)_l /Hd(pn — Pn) + Op(n—l/Q)’

wobei

H(z) := 1{F(z) <a}F (o) +1{a < F(z) < B}z + 1{B < F(z)}F(B).

Die Funktion H ist stetig und beschrinkt. Aus dem Lindebergschen Zentralen Grenzwertsatz folgt
daher, dass

Ly(Py) i= L(n'2[T(P,) — T(P,)]) —w N(0,(1—2a) Varx.p[H(X))).
Andererseits folgt aus den Voraussetzungen des Satzes, dass auch
|Fy = Fllg = 0p(1) und w(F},,04) = o,(n""/?) (Aufgabe 8.2).

Folglich konvergiert auch L, (P,) schwach gegen N/ (0, (1 — 2a)?Varx.p[H(X)]) in Wahr-
scheinlichkeit, ist also ein konsistenter Schiitzer fiir L,,(P,). Die Verteilung L, (P,) ist ein soge-
nannter Bootstrap-Schiitzer fiir L,,(P,) und kann auch wie folgt beschrieben werden: Sei 157;" die
Xy, X}, mit

empirische Verteilung von Zufallsvariablen X,

A~

E( n ;;27"-7X;:n‘anan%---aXnn) - Pn®Pn®®Pn

nls

Dann ist
Lo(By) = L(n'[T(B}) — T(P)]| X1, Xn2, - -+ Xoun)-

Der Beweis von Satz 8.10 beruht im wesentlichen auf folgender Ungleichung:

Lemma 8.11. Sei ) ein weiteres Wahrscheinlichkeitsmal auf R mit Verteilungsfunktion GG. Sei
t(P) = /1{a < F(z) < B}z P(dz).
Falls |G — F|| < a, so ist

HQ) — H(P) = /hd(@ _P)+R
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wobei
h(z) = 1{F(z) <a}F Ya+)+1{a < F(z) < B}z + 1{B < F(z)}F}(B+).
und

Bl < 10(A+6)(w(G = F,0+) +w(F,0+)) + 431G - F,

A = uggg};}‘Ffl(u—i-),
5 = ug%gj)é} (F*I((u—I—HG—FHH—)—F*1<(u—||G—FH)+)).

Beweis von Satz 8.10. Aus den Voraussetzungen an F' und F,, folgt, dass ||}, — F'||r = o(1) und

Op = sup
ue{a,f},|r|<nt/3

B (et )4) = F )| = o(1).
Mit dem uniformen empirischen Prozess C:?n und B,, := nt/ 2((:771 —id) ist ferner Fn — F;, verteilt
wie n=1/2B,, o F,,, also

”Fn —Flr = Op(n71/2),
w(ﬁ'n —Fo,0,) =, n_l/Qw(Bn o Fy,dp)
< 2y, <Bn,w(Fn, 5n)+)

= op(n7').
Aus Lemma 8.11 folgt dann, dass
T(P,) —T(P,) = (1—2a)7} / H,d(P, — P,) + 0,(n~%/?),
wobei
Hy(z) = U{Fy(e) < a}F (o) + Ha < Fu(x) < fle + 1B < Fu(2)}E, ' (B4).

Doch aus ||F,, — F||g = o(1) kann man leicht ableiten, dass |H,, — H|g = o(1), weshalb
and(pn_Pn) :fHd(Pn_Pn)+Op(n_1/2). -

Beweis von Lemma 8.11. Wir teleskopieren
HQ) — t(P) = /<l{a < G(@) < 8}~ Ha < F(z) < }) 2 Q(dr)
4 /1{a < F(x) < B} 2(Q — P)(dx)
und analysieren nun das erste Integral auf der rechten Seite. Es ist

Ha<G<pB}-1l{a<F<B = H{a<G}-1{B<G}—1{a<F}+1{B<F}
Lie) = i@ = Lne) + 1ne)
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wobei

Ji(u) == {F<u<G} und Ja(u) := {G<u<F}

fir u € {a, 5}.

Zum einen ist

Ji(w) C{F<u<F+|G-F|} = {Fe(u—|G-F|,u]} }
h(u) € {F—|G=F| <u<F} = {Fe (uu+|G-F|]}
C{Fe(u—||G-F|,u+|G-F|]}
c [F—l((u— \|G—F||)+),F—1((u+||G—F|y)+)]

Mit z, := F~!(u+) gilt demnach fiir beliebige J, > J:

Leb(Jg(u)) < d, und  sup |z — x| < dp
€ Jy (u)

fiir K = 1, 2. Insbesondere ist
|Q(Jk(u)) — P(Jp(uw))| < wo:=w(G —F,6,).

Ferner ist

P(Ji(u)) < |G = F|| 4 2w(F,0+)
aufgrund der Tatsache, dass
(8.2) |P(F € K) — Leb(K)| < 2w(F,0+) fiir beliebige Intervalle K C [0, 1].
Alles in allem ist
| /J PRCCER ruP(Jy(w)|

< / & — 24 Q(dx) + A|Q(J(w)) — P(Ji(w))]
Jr (u)

80Q(Ji(u)) + A|Q(Jk(w) — P(Ji(u))|
(A + 80)wo + 00 ||G — F|| 4 26,w(F, 0+),

IN

IN

und somit
/(1{a < G(z) < B} — H{a < F(z) < B}) 2 Q(dx)
= za(P(Ji(@)) — P(Ja(a))) — 25(P(J1(8)) — P(J2(3))) + R,

wobei

|R'| < 4(A + 8o)wo + 46,||G — F|| + 80w (F, 0+).
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Nun betrachten wir die Differenz P(J;(u)) — P(J2(u)). Es ist

Ji(w) = {zei(u): F(z) <u<F(z)+ (G- F)(z)}
C {F<u<F+(G-F)(zy) +wo}
= {Fe(u—(G-F)(xy) — wo,ul },
Ji(uw) = {z:u—||G-F||<F(z)<u<F(z)+ (G- F)(z)}

(z
O {z:u—||G-F|<F(@) <u<F(x)+ (G- F)(x,) —wo}
{z:F(z) <u< F(z)+ (G — F)(zy) — wo}

{Fe(u—(G-F)(zy) +wo,ul }.

Analog zeigt man, dass
{F e (u,u—(G—F)(ay) —wo]} € Jo(u) € {F € (uyu— (G~ F)(wy) +wo) }.
Zusammen mit (8.2) folgt also, dass
|P(J1(u) — P(Ja(w)) — (G — F)(za)| < 2wo + 4w(F, 0+).
Ferner ist
(G- F)w) - [UF <u}dQ - P)] < max |Q(s) - Plo}] < o
und [ 1{F < u}d(Q — P) = — [ 1{u < F}d(Q — P). Folglich ist

2o (P(Ji(@)) = P(J2(a))) — z5(P(J1(B)) — P(J2(8)))
_ /(1{F < a}aa +1{B < F}ug) d(Q — P) + R",

wobei

|IR’| < 6Aw, + 8Aw(F,0+).
Insgesamt erhalten wir die Entwicklung ¢(Q) — ¢(P) = [hd(Q — P) + R mit |R| < 10(A +
do)(wo + w(F,0+4)) + 40, ||G — F||. Fiir 4, | ¢ ergibt sich die Behauptung. O
8.4 Verteilungen von Funktionalen von Gaussprozessen

8.4.1 Maximum und Supremumsnorm der Brownschen Briicke

Nachfolgend ermitteln wir die Verteilungen von max,(o 1) B(t) und || B|| (g 1) fiir eine Brownsche

Briicke B. Als Hilfsmittel benétigen wir zwei niitzliche Eigenschaften der Brownschen Bewe-

gung.
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Satz 8.12 (Starke Markov-Eigenschaft). Sei M ein stochastischer Prozess auf [0, co) mit folgen-
den Eigenschaften:

M(0) = 0, und M hat rechtsseitig stetige Pfade;
M hat unabhangige Zuwichse, wobei L(M (t + 0) — M(t)) = L(M(9)) fiirt,é > 0.

Sei T = 7(M) eine Markovzeit. Das heif3t, T ist eine Zufallsvariable mit Werten in [0, o], so dass
{r <t} € o(M(s):s<t) fir0<t< oo.

Ferner sei M’ eine unabhéingige Kopie von M. Dann definiert

M(t) fiirt < 7,

M(t) »= M(min(t, 7)) + M'((t—7)") = { M(r)+M'(t —7) firt >,

einen stochastischen Prozess M mit der gleichen Verteilung und den gleichen Pfadeigenschaften
wie M.

Beispiele fiir solche Prozesse M sind der Standard-Poissonprozess und die Brownsche Bewegung
auf [0, 00). Im letzteren Falle ist A/ symmetrisch, und man kann folgendes Resultat anwenden.

Korollar 8.13 (Spiegelungsprinzip). Sei M ein stochastischer Prozess wie in Satz 8.12, so dass
L(—M) = L(M). Sei T = 7(M) eine Markovzeit. Dann definiert

M (t) fiirt < 7,

M,y(t) := M (min(t, 7)) — (M(t) — M(min(t,T))) = { IM(7) — M(t) fiirt > T,

einen stochastischen Prozess M, mit der gleichen Verteilung und den gleichen Pfadeigenschaften
wie M.

Man sagt, der Prozess M, geht aus M durch “Spiegelung zur Markovzeit 7 hervor. Korollar 8.13
folgt aus Satz 8.12, indem man dort M, wie M mit —M’ anstelle von M’ definiert. Denn man

kann leicht nachweisen, dass 7(M) = 7(M), und es ist

M,(t) = M(min(t, 7)) — (M(t) - M(min(t,T))).

Beweis von Satz 8.12. Man sieht leicht, dass sich die Pfadeigenschaften von M und M’ auf M
iibertragen. Zu zeigen bleibt, dass M ein stochastischer Prozess mit der gleichen Verteilung wie
M ist. Zu diesem Zweck betrachten wir fiir n € N die Variablen 7,, := 27"[2"7| und 7, :=
27"|2"7]. Auch 7, ist eine Markovzeit, denn {7,, < t} = {7 < 27"|2"¢]}. Ferner konvergiert
(Tn)n antiton und (7, ), isoton gegen 7 mit 7, — 7,, < 27", falls 7 < co. Wegen der rechtsseitigen
Stetigkeit von M und M’ ist

M (min(¢,7)) = lim M(min(t,7,)) und M'((t—7)") = lim M((t —7,)"),

n—0o0 n—oo
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also ist auch M (t) messbar. Ferner ist

IP(\M’((t — )T = Mt = 7)) > e>

< (7, =27"k, sup M'(t) — M'(27"k)| > €
Z_: < te[2- (k—1),2-"k] M(E) ( ) )
= Z]P(Tn = 2_”k)IP( sup \M'(t) — M'(27"k)| > e)
te[2-m (k—1),2-7k]

< ]P( sup |M'(t) — M'(2 )]>e>
t€[0,2—7]

— 0 (n— o0)

fiir beliebige ¢ > 0. Definiert man also Mn wie M mit T, anstelle von 7, dann konvergiert
(M, (t)), stochastisch gegen M (t), und es geniigt zu zeigen, dass M,, genauso verteilt ist wie
M. Zu diesem Zwecke benutzen wir die Tatsache, dass fiir beliebige £ < oo gilt:

(( 27"k + 1)) t>0’MS 8§2_nk)
(8.3) = L((M@27"k)+ M ()0 | M(s):s <27"k).

Firm € Nund 0 <t; < tg < --- < t,,, sowie Borelmengen By, Bs, ..., B, C Rist folglich

IP(M,(t;) € B; fir 1 <i < m)
IP(7, = 27"k, M, (t;) € B; fiir 1 <i < m)

I
M

0<k<oo

= ]P<Tn = 2_nk, M(tz> € B; falls t; < 2_nk,
0<k<o0

M(27") + M'(t; — 27"k) € B; falls t; > 2—%)

- IEIP(Tn:2”k M(t;) € B; falls t; < 27"k,
0<k<oo

M(27"E) + M'(t; — 2°"k) € B, falls t; > 2"k ) M(s): s < 2—%)

- ¥ IEIP(Tn — 9", M(t;) € Bi fir1 <i <m ’ M(s): s < 2*%)
0<k<co

= > P(r =27k M(t) € B;firl <i<m)
0<k<oo

= P(M(t;) € B;firl <i<m),
wobei die vierte (drittletzte) Gleichung eine Folgerung aus (8.3) ist. ]

Satz 8.14. Sei B eine Brownsche Briicke. Fiir beliebige n > 0 ist

: > = —on?
(8.4) IP<tIél[3)1(] B(t) > n) exp(—2n°) und
(8.5) P(|Blloy =n) = 2D (=) exp(=2k*p?).

k=1
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Anmerkung 8.15. Man kann zeigen, dass eine Brownsche Briicke B fast sicher eine eindeutige
Maximalstelle U = arg max,c[ 1] B(t) besitzt, wobei U ~ U[0, 1]; siehe Aufgabe 8.5.

Beweis von Satz 8.14. Sei W eine Brownsche Bewegung auf [0, c0) und B(t) = W (t) — tW (1)
fiir ¢ € [0, 1]. Dann sind B und W (1) stochastisch unabhingig, weshalb

LIW@))iep | IWQ)| <€) —w L(B) fiire ] 0.
Nach dem Portmanteau-Theorem ist also

(8.6) limP(6(W) 2 7| WD) <€) = P($(B) =),

falls ¢(B) # n fast sicher. Hierbei ist ¢(z) = maxy ;) oder ¢(z) = [|x[j,1]. Angenommen,
wir weisen nach, dass der Grenzwert in (8.6) fiir alle n > 0 existiert und in 7 stetig ist. Aus der
Monotonie von IP(¢(B) > 7) in 7 folgt dann die Giiltigkeit von (8.6) fiir alle 7 > 0.

Im Falle von ¢(z) = max(g ;) = sei
T=7(W) = inf{t >0: W(t) >n}.

Spiegeln von W zur Stoppzeit 7 liefert die Brownsche Bewegung W, (t) := W (min(¢, 7)) —
(W (t) — W(min(t, 7))), und fiir 0 < e < 7 gilt:

P(%i?wzmwmge) = P(r<1, W) <)
= ]P( —27]|<6)
= P(|W. —277\<e)

denn aus [W,(1) — 2n| < e < n folgt bereits, dass 7(W) = 7(W,) < 1. Daher ist
P ([W,(1) — 2n| <)
IP(|W,(1)] <)
N(©0,1)([2n — €, 2+ €])
N0, 1)([—€,¢€])
- exp(—2n?).

IP(I[%?]( W > 77‘ W (1)| < e)

Dies beweist Behauptung (8.4).

Im Falle von ¢(x) = ||z[[o,1) ist (W) > n genau dann, wenn W € A; U By mit den Mengen
A; = {2 €C([0,00)) : x(t) = nfireint € [0,1]},
By = {z€(([0,00)):z(t) = —nfireint € [0,1]}.

Allerdings sind diese Ereignisse nicht disjunkt. Vielmehr ist A1 N B; = A U Bs, wobei allgemein

Ay = {x € C([0,00)) : esexistieren 0 < t1 <ty < -+ <ty < 1 derart, dass
x(t;) = (-1)""1n firl <i <k},

By, = {z €C([0,00)) : esexistieren 0 < t; <ty < --- <t} < 1 derart, dass
z(t;) = (—1)'n firl <i<k}.
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Im Falle von ||z([g,1) > 7 existiert ein k(z) € N mit
€ AyN By falls1 <k < k(x),
x € AABy falls k = k(z),
¢ ALUBg fallsk > k(x)

Insbesondere kann man nun zeigen, dass

o0

Hlzlo =0} = > (D' (1{z € A} + 1{z € By})
k=1
und v
Z(—l)k_l(l{x € Ax} + {z € Bi}) € {0,1,2} firalle N € N.
k=1

Aus dem Satz von der majorisierten Konvergenz folgt also, dass
P(|[Wllo1 = 0. [W(1)| < ¢)

- Z(—l)k‘1<IP(W € A, W) <€) + P(W € By, [W(1)| < e))

k=1
00

= 2) (-DFTP(W e Ay, [W(1)| <e).
k=1

Um die Wahrscheinlichkeit von {W € A, |W (1)| < €} zu berechnen, betrachten wir fiir a > 0,
k € Nund 0 < e < 7 folgende Menge:

Cok = {2 €C([0,00)): esexistieren 0 < ¢ <ty < --- <t < 1 derart, dass
z(t;)=a+(-1)""1p firl <i<k und |z(1)—a| <€}

Die Spiegelung von = € C([0,00)) zur Stoppzeit 7(x) := inf{t > 0 : z(t) > a + n} ergibt eine
bijektive Abbildung von C, ; nach Cy oy k-1, wobei Cpg := {z : |2(1) — b] < €}. Aus dem
Spiegelungsprinzip fiir W folgt also, dass IP(W € C, ) = P(W € Cy49,k—1), und induktiv
ergibt sich die Formel
IP(W € A, |W(1)| < 6) = IP(W S Cg7k) = IP(W S 02777143_1) = ..
= IP(|W(1) — 2kn| <e).

Folglich ist

(71)k—1N(07 1)([21/677 — €, an —+ 6])
N(0,1)([-€,€))

I
L

P (Wl 2 7| IW(D)] < e)

B
Il
—

(—1)*Lexp(—2k*n?) fiire | 0.

l
M8

e
Il
—

Dabei ist zu beachten, dass stets

N(0,1)([2kn — €, 2kn + €])
N0, 1)([—€,€))

Man kann also den Grenziibergang summandenweise durchfiihren. O

< exp(€?/2 — (2kn — €)?/2) < exp((1 — (2kn —1)%)/2).
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8.4.2 Lineare und quadratische Funktionale von GauBprozessen

Sei (T, p) ein prikompakter pseudometrischer Raum und X ein GauBprozess auf 7 mit gleich-
miBig stetigen Pfaden. Dies impliziert, dass auch p := IE(X) und K := Cov(X) gleich-
mifig stetige Funktionen auf 7 beziehungsweise 7 x 7T sind. (Dabei wird 7 x 7T vermoge
p((s,t),(s',t)) = p(s,s’) + p(t,t') metrisiert.) Dies folgt im wesentlichen aus Aufgabe 7.8.

Ferner sei () ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf den Borelmengen in 7.

Lemma 8.16. Sei Y ein stochastischer Prozess auf T mit gleichmiBig stetigen Pfaden, definiert
auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, IP). Dann ist die Abbildung

TxQ5 (tw) — Y(E)(w)

Borel(7") ® A-messbar. Insbesondere ist

EQ({te T v = f0)}) = [P(()=rie) Q)
fiir beliebige messbare Funktionen f auf T, und
E[v(hau - [EY@©a,
falls Y > 0 oder [ IB|Y (£)] Q(dt) < oo.

Beweis. Fir n € N sei (Bp1, B2, - - - ,Bnk(n)) eine Partition von 7 in Borelmengen B,,; mit
diam(B,;) < n~ . Fiir feste Punkte t,,; € By ist

Yo(t) = Y 1{t € Bui}Y (tni)

=1

ein stochastischer Prozess auf 7 mit |Y,,(¢)(w) — Y (t)(w)| < w(Y,n™!) — 0 fiir beliebige
(t,w) € T x €. AuBerdem ist Y,, messbar als Funktion auf 7 x €2, da

{(t,w) €T xQ: Y, (t)(w) < 7«} | Bui x {w € QY (b)) (w) < r}.

k(n)
i=1

Somit ist auch Y eine messbare Funktion auf 7 x 2. Die weiteren Aussagen folgen nun aus dem

Satz von Fubini. O

Satz 8.17. Fiir beliebige g € £1(Q) ist [ XgdQ normalverteilt mit Mittelwert [ jug dQ und
Varianz [ K (s,t)g(s)g(t) Q(ds)Q(dt).
Korollar 8.18. Fiir beliebige d € N und g1, g2, . .., ga € LY(Q) ist ([ X g; dQ) ?:1 verteilt nach

N (( / noidQ) . ( / K (s, 1)gi(s)g;(t) Q(ds)Q(dt))KWd). O
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Eine mogliche Charakterisierung von Normalverteilungen auf R? lautet wie folgt: Ein Zufallsvek-
tor Y € R? ist normalverteilt genau dann, wenn £ Y € R normalverteilt ist fiir beliebige £ € R<.
Die Verallgemeinerung auf Banachrdume lautet dann: Sei Y eine Zufallsvariable mit Werten in ei-
nem Banachraum (B, || - ||). Man nennt Y normalverteilt, wenn LY normalverteilt ist fiir beliebige
stetige Linearformen L auf B. Speziell fiir (Cu(T, p), |l - ||T) besagt der Rieszsche Darstellungs-
satz, dass jede stetige Linearform L auf C, (7, p) von der Form Lz = [  dv mit einem endlichen

signierten MaB v auf T ist. Aus Satz 8.17 und Lemma 7.30 folgt somit:

Korollar 8.19. Die Menge der normalverteilten C, (T, p)-wertigen Zufallsvariablen ist identisch

mit der Menge aller Gau3prozesse mit gleichmalig stetigen Pfaden.

Satz 8.20. Sei X zentriert. Es existiert ein vollstindiges Orthonormalsystem (¢y,)x, von L*(Q)

und eine monoton fallende Folge (\) in [0, 00) mit
[ K(s.00()00(0) QiU = 1(j = k}ne firatle .k

Ferneristy . A\, = [ K(t,t) Q(dt) und
/X%zQ =r Y _MZ}
k

mit unabhingigen, standardnormalverteilten Zufallsvariablen 71, Z2, Zs, . . ..

Im Falle einer Brownschen Briicke B und der Gleichverteilung auf [0, 1] definiert
or(t) == V2 sin(knt)

ein vollstéindiges Orthonormalsystem von L?[0, 1] mit

1 1 .
/0 /0 ¢j(t)pr(u) K (t,u) dt du = 1{7{2;2]{}

wobei hier K (t,u) = min(¢,u) — tu. Wie im Beweis von Satz 8.20 zeigt man, dass

> 2
i

Beweis von Satz 8.17. Sei X,,(t) := Z,’fg) 1{t € Bp;} X (tn;) mit By; und t,; € B,; wie im

Beweis von Lemma 8.16. Dann konvergiert [ X, ¢ dQ in Verteilung gegen [ X g dQ. Doch

[ xugiq — ZX(t"i)/n.ng

- N(Zﬂ(tm‘) | 90 Kbty [
i ni i

und aus der gleichméBigen Stetigkeit von p und K folgt, dass Mittelwert und Varianz dieser Nor-

g(s)g(t)@(ds)@(dw),

ni X an

malverteilung gegen | pg dQ beziehungsweise [ K(s,t)g(s)g(t) Q(ds)Q(dt) konvergieren. [
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Beweis von Satz 8.20. Aus der Funktionalanalysis ist bekannt, dass
So(t) = [ Ktugw Q) (9 € 1(@)

einen kompakten linearen Operator von L?(Q) nach L?(Q) definiert. Da K (s,t) = K (t, s) fiir

alle s,t € T, ist dieser Operator .S symmetrisch und positiv semidefinit, denn
Jsomda = [ K096 e
= h)g d
cov(/ngQ,/thQ) { J(Sh)g dQ.

>0 falls g = h.

Aus dem Spektralsatz fiir kompakte, normale Operatoren auf Hilbertraumen folgt die Existenz
eines vollstindigen Orthonormalsystems (¢ ), von L?(Q) mit S¢p = Apdr, wobei A\; > Ao >
A3 > .-+ > 0. Nach Korollar 8.18 sind die Variablen f X ¢ dQ, k > 0, stochastisch unabhingig

und normalverteilt mit Mittelwert Null und Varianz A\;. Nach der Parsevalschen Gleichung ist

/deQ - Z(/ngde)Q - S Nz
k k

somit

Insbesondere ist
= ]E/X%ZQ = /K(t,t)Q(dt)
k

nach Lemma 8.16. O

8.5 Der uniforme Quantilprozess
Mithilfe von Satz 8.8 kann man auch einen funktionalen Grenzwertsatz fiir den uniformen Quan-

tilprozess G, ! beweisen. Fiir u € [0,1] sei id(u) := u.

Satz 8.21 (Bahadur-Kiefer). Die Folge (n'/?(G! — id)), konvergiert im Raum (o ([0, 1]) in

Verteilung gegen eine Brownsche Briicke. Ferner ist
[n/2(GY —id) + 0!G — id)|| = 0p(1).

Fiir den Beweis dieses Satzes benotigen wir folgendes Resultat:

Lemma 8.22 (Vervaat). Sei T" eine Abbildung von ¢+ ([0, 1]) nach {5 ([0,1]) mit T} f < T'f <
Ts f, wobei

Tif(uw) = inf{t€[0,1]: f(¢t) >u} (mitinf(0):=1),
Tof(u) = sup{t€[0,1]: f(t) <u} (mitsup(P):=0).

Fiir beliebige x € {+([0,1]) ist dann

|T(d+z) —id|| < ||z und ||T(id+z) —id+z| < w(z,|z|+).
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Man beachte, dass ;' = T1G, und G,, = T»G;,!. Daher folgt Satz 8.21 aus Satz 8.8 und

Lemma 8.22, angewandt auf z = Gn —id.

Beweis von Lemma 8.22. Fiir beliebiges festes u € [0, 1] und t € [—u, 1 — u] ist

> u fallst > ||z,

(id4z)(u+t) = u+t+x(utt) { < u fallst < —|z|.

Folglich ist 75 (id +) (u) < u+||z|| und T} (id +)(u) > u—||z|, also insbesondere || T'(id +x)—
id|| < [|l[|. Mit w, := w(a, ||| +) ist ferner

utt+az(u+t) = utt+a(u) + (e(u+t) — z(u))
> u falls |t| < ||z]|und t > —z(u) + w,,
< u falls |t| < ||lz| und t < —z(u) — w,.
Dies zeigt, dass T (id +z)(u) < —z(u) +w, und 77 (id +x)(u) > —x(u) —w,, also insbesondere
|7 (id +2) — id +z|| < w,. O

Anmerkung 8.23. Mithilfe von Satz 8.8 und Lemma 8.9 ergibt sich sogar, dass
Hnl/z(én —id) + V3G - id)H = Op(n_1/4 log(n)l/Q).

Anmerkung 8.24. Mithilfe des Invarianzprinzips fiir Partialsummenprozesse, Satz 8.7, kann man
auch direkt nachweisen, dass (nl/ 2 (G’; 1 id)) ,, In Verteilung gegen eine Brownsche Briicke kon-
vergiert. Sei nimlich W, (t) := n=1/23", <nt1(Yi — 1) mit unabhéingigen, exponentialverteilten
Zufallsvariablen Y7, Y5, Y3, .. .. Dann ist

R IR Y (N 10 R N S
£ > i<nt1 Yi/ t€(0.1] N1+ V2W, (1) + 1Y/ tel0)]

n
siehe Abschnitt 3.4. Das heif3t,

Wn(t) - th(l) + Rn(t))
145, t€0,1]

n'2(GN —id) = (
mit S, 1= n_1/2Wn(1) +n Y = Op(n_l/Q) und
Ru(t) == n~Y2([nt] —nt) —tn~Y?V,11,  |Rall = Op(n~/?).

Demnach konvergiert n'/2(G;;* —id) in Verteilung gegen W — W (1) id, eine Brownsche Briicke.
Aus Lemma 8.5, angewandt auf x = é;l —id und T' = T5, kann man nun Satz 8.21 sowie
Satz 8.8 ableiten.

8.6 Anwendungen auf Rangstatistiken und -prozesse

Mit Hilfe von Donskers Theorem (Satz 8.8) und einfachen zusitzlichen Uberlegungen kann man
verschiedene Verfahren, die auf Rangstatistiken basieren, behandeln. Dazu eine einfache Voriiber-

legung: Sei F, die empirische Verteilungsfunktion von unabhéngigen Zufallsvariablen X,,1, X2,
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..., X, mit stetiger Verteilungsfunktion F;,. Dann sind die X,,; fast sicher paarweise verschieden,

und der Rang R.X,,; von X,,; ldsst sich schreiben als
RXpi = nEy(Xyp).

Wenn man keine Stetigkeit von F;, voraussetzen mochte und die {ibliche Konvention bei Bindun-

gen anwendet, ergibt sich
RXpi = n(Fn(Xni—) + Fn(Xni)) /24 1/2.

Aus Griinden der Bequemlichkeit betrachten wir aber nur stetige Verteilungsfunktionen.

Spearmans Rangkorrelationskoeffizient. Seien (X1, Y1), (Xn2, Yn2), .-, (Xun, Yon) sto-
chastisch unabhingig und identisch verteilt nach einer Verteilung H,, auf R x R. Ferner seien die
marginalen Verteilungsfunktionen F;, und G,, von X,; bzw. Y,,; stetig. Mit Fn bezeichnen wir
die empirische Verteilungsfunktion (und Verteilung) der Beobachtungen X,,;, mit Gn diejenige
der Beobachtungen Y,,;. Ferner sei H, die empirische Verteilung aller Beobachtungen (X,,;, Y,,;).
Mit den Ridngen RX,,; = nFn(Xm) und RY,,; = n@n(Ym-) lasst sich Spearmans Rangkorrelati-

onskoeffizient p,, wie folgt darstellen:

En:(RXni _ ”;1)(RYni _ n—;l) _ nB(/(Fn ~1/2) ® (G, — 1/2) dH,, — 4%2)
1=1

und

"~ n 4+ 1\2 “ n 4+ 1\2 1 1
NORUERALNS o [ PPEE TR N O
Z<R ni T Ty 2 Yo — = 12 7 1202

i=1 i=
Dabei bezeichnet allgemein h ® k die Funktion (z,y) — h(z)k(y) auf R x R fiir Funktionen
h,k: R — R. Also ist

A Z?:I (RXm — nTH) (Rym' - HTH)
\/Z?:l (RXm - nTH)Q Z?:I (Ryni - nTH)Q

= 12/(Fn —1/2) ® (G, — 1/2) dH,, + Op(n~2).

Man kann p,, als Schitzer fiir die theoretische Grofe
Pn = Corr(Fn(an), Gn(Ynl))

_ 12/(Fn —1/2) ® (G — 1/2) dH,,

auffassen. Nun gilt folgende Entwicklung fiir p,,:

Lemma 8.25.

\/ﬁ(ﬁn - pn) = ’I’L_I/Q Z(hn(Xma Ym) - IEhn(th Ynl)) + Op(]-)
=1
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mit

hn(z,y) = 12(Fu(x) —1/2)(Gnly) —1/2)
+ 12 /(1[%00) ® (Gn —1/2) + (F, = 1/2) @ 1}, o)) dHp.

Anmerkung 8.26. Sind X,,; und Y},; stochastisch unabhingig, dann ist h,, = 12(F,, — 1/2) ®
(Gp —1/2),und Var(h,(Xp1,Yn1)) = 1.

Beweis von Lemma 8.25. Wir schreiben \/ﬁ(ﬁn—Fn) = B,,10F,, und \/ﬁ(@n—Gn) = B,50G,,
mit stochastischen Prozessen By,1, B2 auf [0, 1], die in Verteilung gegen eine Brownsche Briicke

konvergieren (und im allgemeinen abhingig sind). Dann ist
1270 = pa) = [ (Fa = 1/2) (G~ 1/2)dlH, ~ H)
+ /(Fn —F) ® (G, —1/2)dH, + /(Fn —1/2) ® (G, — Gn) dH,,
+ /(Fn C1/2)® (G — 1/2) dH, + Op(n™?)
— /(Fn —1/2) © (G — 1/2) d(H, — H,)

+ [(Ba=F)® (o= 1D dH+ [(Fa=1/2) @ (G~ Gu) dH,
+ RnO + Rnl + Rn2 + Op(n_2)7

wobei

|Rno| = ’/(Fn—1/2)®(én—1/2)dfln

< nleBmH[o,l]HBn2”[0,1] = Op(n")

und
Vil = | [(Buo F) o (G - 1/2)d(f, -~ 1),
Vil Rus| = ]/(Fn —1/2)® (Bua 0 G) d(H — Hy)|.

Wir werden spiter zeigen, dass fiir beliebige 0 € (0, 1] gilt:

H, - H
(8.7) V| Ryl < w(an,5+)(1 + WE)
mit

F = {Ljgoo) © (Gn —1/2),a e R} U {(F, = 1/2) @ 1 o) : b € R}
Man kann leicht zeigen, dass IE |H,, — H,| — 0. Wihlt man nun § = d,, von der gleichen
GroBenordnung wie IE || H,, — H,|| 7, dann ergibt sich, dass R,,; = o,(n~"/?) fiir j = 1, 2.

Mit den Techniken in Kapitel 9 kann man sogar zeigen, dass IE ||[H,, — H,||z = O(n~'/2), und
fiir §,, = n~'/2 ergibt sich aus Lemma 8.9, dass R,,; = O, (log(n)l/Qn*?’/‘l).
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Ungleichung (8.7) ergibt sich aus folgender Konstruktion: Fiir eine beschriankte Funktion b auf
[0, 1] mit b(0) = 0 setzen wir
L6~
bs = Y (b(i6) = b((i — 1)8)) Lj5-
i=1

Dann ist [|b — bs||j9,1] < w(b, 0+), und bs ist eine Linearkombination von |6~ | Indikatorfunktio-
nen der Form 1y, ;), die mit Faktoren, welche absolut kleiner oder gleich w(b, d+) sind, multipli-
ziert werden. Ferner ist 1, 1) o Fj,(x) = 1{z > F;*(v)} und 1p, 1 0 G (y) = 1{y > G, *(v)}.

Wir wissen also, dass p,, — py, bis auf einen Fehler der Ordnung op(n_l/ 2) gleich
12/(Fn -1/2)® (G, — 1/2)d(H,, — H,)
- 12/(Fn —F,)®(Gn—1/2)dH, + 12/(Fn —1/2) ® (Gn — Gn) dH,,

ist, und man leicht nachrechnen, dass dies gleich [ h, d(ﬁn — H,,) mit der angegebenen Funktion
hp: R xR — Rist. O

Mann-Whitney-Statistiken. Seien X,,1, X;n2,..., Xy und Y1, Yo, ..., Yy, stochastisch
unabhingige Zufallsvariablen mit stetigen Verteilungsfunktionen F,,(r) := P(X,,; < r) und
Gp(r) :=IP(Y,; < r). Die Mann-Whitney-U-Statistik ist definiert als

1 m n
i=1 j=

Sie ist eng verwandt mit der Wilcoxon-Rangsummenstatistik, 1isst sich aber besser interpretieren

als letztere. Mitunter betrachtet man noch einen Shift-Parameter 6 € R und definiert

(@) = — S SUX - 02 V),

i=1 j=1

Unter der Annahme, dass F},, = G, (- — 01, 5,) fiir einen unbekannten Shift-Parameter 6,,, ,,, sucht

man dann ém,n derart, dass ﬁmn(émn) ~1/2.

Mit den empirischen Verteilungsfunktionen Fm der X,,; und én der Y),; kann man schreiben

i n(0) = / Gl — 0) Fyp(dr) = 1 / Fonl(y + 6) —) Gu(dy).
Offensichtlich ist dies ein Schitzer fiir
o n(6) = /Gn(:v ) Fy(dz) = 1— /Fm(y ) Go(dy) = P(Xp1 — 0> Vi),

Fiir 4,,, ,, — u,, ,, gilt folgende Entwicklung:
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Lemma 8.27.
Gy (0) = Uy (0) = / Gl —0) (B — Fro)(da) — / Fo(y+0) (G — Gn)(dy) + R ()

wobei

1/2
sup |Rmn(0)] = O,
0eR

. -1/4(] .

(mm(m,n) (log min(m, n)) ) fiir min(m,n) — oo.
max(m,n)

Anmerkung 8.28. Falls Fy, = Gy, ist u,, ,,(0) = 1/2, und Uy, — 1/2 = 1y n(0) — 1/2 st

gleich

m

Z(Fm(sz) —-1/2) - %Z(Gn(ym) —-1/2)+ op(max(m,n)_1/2).
j=1

i=1

1
m

Hieraus folgt, dass
12mn

m—+n
Anmerkung 8.29. Schreibt man \/M(Fm — Fy,) = By o By, und \/ﬁ(én —Gp) =B oGy,

mit stochastisch unabhingigen uniformen empirischen Prozessen B,,1, Bh2 —, B, dann kann

(U —1/2) =, N(0,1).

man auch schreiben:

(i)~ 0) =\ [ Buao Gula = 0) Fuldo)
o [ B o B+ 6) Guld) + Rona0),

wobei supgeg | Rim.n(0)| = 0,(1). Fiir groBe Werte von min(m,n) verhilt sich dies in etwa wie

Voo /BQOG v~ 0) Fn(de) — | /BloF (y + 8) G (dy)

mit stochastisch unabhéngigen Brownschen Briicken B, Bs.

Beweis von Lemma 8.27. Durch Teleskopieren und eine einfache Rechnung ergibt sich die Dar-

stellung

(v s (9) _um,n(e)

= [ Gule=0) (B = ) + [ (G = G = 0) Fin(de) + Ron0)
— [ Gala =) (B = F)(dn) = [ Fuly+6) (G = Go)(dy) + Bonn(6)
mit
Ral®) = [[(Gn = Go)lw = 6) (B — Fu)d)
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Nun schreiben wir \/R(Fm — F,) = B o Fy, und \/ﬁ(@n — Gp) = Bpa o Gy, wobei
B, Br2 — B. Durch Approximation von B,,; und B,2 durch Treppenfunktionen wie im

Beweis von Lemma 8.25 kann man zeigen, dass

Rin(0)] = n_1/2‘/(3n2 0 Ga) (@ = 0) (o — Fyn) (do)|
< n Y2 (Bpa, 0+) <1 + WR) bzw.
Ra®)] = 72| [(Bat 0 B (5 +6) =) (G — Gor)do)
< m V20(By, 5+)(1 1 G = Gulle 5G"”R)

fiir beliebige § € (0, 1]. Setzt man & = min(m, n) /2, dann ergibt dies zusammen mit Lemma 8.9

die behauptete Ungleichung fiir supgeg | Rm,n(0)]- O

Wilcoxons signierte Ringe. Wie zu Beginn seinen X1, X2, . . . , X, stochastisch unabhéngi-
ge Zufallsvariablen mit stetiger Verteilung(sfunktion) F;,. Die empirische Verteilung(sfunktion)
der X,,; sei Fn Fiir die Nullhypothese, dass F}, um einen Punkt § € R symmetrisch ist, betrachten

wir Wilcoxons Signed-Rank-Statistik
P (0) = % Zn;sign(Xm- —0)Fn ([0 — 1 Xt — 61,6+ | X — 0]])
_ /sign(w —0)(Fn(0+ | — 6]) — (6 — |z — 6])) Fu(dz) + Ron(60)
_ / (Fn(x) — Fn(20 — 2)) Fo(dz) + Roa (6)
~ 12— /ﬁn@e — &) En(de) + Rut(8) + (20) Y,
wobei |R,,1(0)| < n~!. Dies ist ein Schitzer fiir
- (0) = /sign(m —0)E, ([0 |2 0]]) F(da)
_ / (Fu(2) — Fo(20 — 2)) Fy(dz)

= 1/2—/Fn(20—x)Fn(dx).

Auch hier kann man durch Teleskopieren und Abschétzung eines Restterms die Differenz 7,, — 7,,

approximieren:
Lemma 8.30.

£0) T () = —2 / Fa(20 — ) (B — Fy)(dz) + Ra(0)
wobei

sup |R,(0)| = Op(n_3/4(logn)1/2).
feR
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Anmerkung 8.31. Ist F,, symmetrisch um 6,, € R, das heift,
F.(6p+h) = 1—F,(6,—h) firalleh e R,

dann ist — F}, (26, — x) = F,(z) — 1, so dass 7,,(6,) = 0 und

n

Vi, (0n) = n7 2> (1= 2F,(Xni)) + 0p(1) =, N(0,1/3).

=1

Anmerkung 8.32. Schreibt man \/H(Fn — F,) = By, o F,, mit B,, =, B, dann ist
V(5 (0) — 7 (0)) = 2/Bn o Fp(20 — ) Fo(dz) + Ron(0)
mit supgeg | R, (0)| = 0,(1). Dies verhilt sich asymptotisch wie

2/B o F,(20 — x) F,(dx).

Beweis von Lemma 8.30. Schreibt man \/ﬁ(Fn — F,) = B, o F,, mit B, — B, dann gilt fiir
beliebige 0 € R:

/ (20 — 2) Fn(dz) — / F(20 — 2) Fy (da)
= / (E,, — F,)(20 — x) F,(dz) + / F,(20 — ) (F, — F,)(dx) + Rz (0)

~ 9 / Fy(20 — 2) (B — ) (dx) + Rya(0),

wobei
Rua®) = | [(Bu = Fa)(20 ) (B~ Fu)(de)
_ nl/Z(/ Byo Fo(20 ) (Fy — Fy)(da)|
< 0 V20(Bp,n V2 4) (14 Vil - Follr)
= 0, (n*3/4(10g n)1/2)
nach Lemma 8.9; siehe auch den Beweis von Lemma 8.25. J

8.7 Aufgaben

Aufgabe 8.1. Beweisen Sie die unter Anmerkung 8.6 aufgefiihrten Eigenschaften der Brown-
schen Bewegung und -Briicke. (Vorsicht bei ¢ — tW (1/t)!)

Aufgabe 8.2. Seien F, F,, F,, wie in Abschnitt 8.3. Zeigen Sie, dass aus w(F},, 04+) = o(n~'/?)
folgt, dass auch w(ﬁn, 0+) = op(nfl/Q).
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Aufgabe 8.3. Formulieren und beweisen Sie einen zentralen Grenzwertsatz analog zu Satz 8.10

fiir folgendes Funktional:

T(P) = / vw(F(2)) P(dz) | / w(F(x)) P(dz),

wobei w : [0, 1] — [0, co) stetig differenzierbar ist mit {w > 0} = (a, 1 — «) fiir eine Konstante
0<a<1/2

Aufgabe 8.4. Sei B eine Brownsche Briicke. Zeigen Sie, dass

IP(B(t) > (a(l —t) + bt)n fireint € [0,1]) = exp(—2abn?)
fiir beliebige 1, a,b > 0.
Hinweis: Verwenden Sie die Tatsachen, dass

W(t) == (1+t)B(t/(1+1t) und W(t) := o 'W(c?t)

mit o > 0 Brownsche Bewegungen auf [0, co) definieren.
Aufgabe 8.5. Sei B eine Brownsche Briicke. Zeigen Sie, dass U := argmaxc[ 1) B(t) fast
sicher eindeutig definiert ist und folgende Eigenschaft hat: Fiir beliebige r € (0, 1) ist

P(U<r | B(r)) = r fastsicher.

Hinweis: Zeigen Sie, dass man B mit zwei stochastisch unabhingigen Brownschen Briicken
By, By und einer davon unabhingigen Zufallsvariable Y ~ N(0,7(1 — r)) darstellen kann: Fiir
0 <\ <1setze
B(\r) = rBi(\) + )Y,
Bir+X1—-r)) = V1—rBy(A\)+(1-MY.

Verwenden Sie nun Aufgabe 8.4.

Aufgabe 8.6. Sei B eine Brownsche Briicke. Bestimmen Sie mit Hilfe des Spiegelungsprinzips
fiir die Brownsche Bewegung die Wahrscheinlichkeit

] < — >
IP(tIEI[l(l)ﬁ] B(t) < —rund trélﬁ}ﬁ B(t) > s)

fiir 7, s > 0. (Hieraus kann man die Verteilung von max; ,e[0,1](B(u) — B(t)) ableiten.)



Kapitel 9

Chaining

9.1 Maximalungleichungen

Sei Z ein stochastischer Prozess auf einem prikompakten pseudometrischen Raum (77, p). Wir

nehmen stets an, dass entweder 7 abzéhlbar ist oder Z stetige Pfade beziiglich p hat.

Das Chaining ist eine Technik, mit der man || Z|| oder w(Z, §) nach oben abschitzen kann. Ein
entscheidender Schritt ist dabei, das Maximum endlich vieler Zufallsvariablen Y7, Y5, ..., Y}, ab-

zuschitzen. Eine naive Schranke ist IE max;<,, |Y;| < Y. IE|Y;|. Das folgende Lemma liefert

i<m

eine Verfeinerung hiervon:

Lemma 9.1 (Pisier). Sei ¢ : R — [0,00) eine gerade, konvexe Funktion mit ¢»(0) = 0 und
1 # 0. Fiir beliebige m € N und Zufallsvariablen Y1,Y5,...,Y,, ist

IEI%E:T}L( Y:| < @b_l(ZlIE@ZJ(}/i)),

wobei ¢~ (v) := max{u > 0 : 9 (u) < v} firv > 0.

Mithilfe dieses Lemmas kann man folgenden Satz beweisen:

Satz 9.2 (Chaining, I). Sei® : R — [0, 00) wie in Lemma 9.1. Fiir beliebige s,t € T sei

IE@Z)(Z(SP)(;j(t)) <1, falls p(s,t) > 0,

Z(s) = Z(t) fast sicher, falls p(s,t) = 0.
(a) Fiir beliebige t, € T und 0(t,) := sup,eT p(t, to) ist

0(to)/2
E|z]| < IE\Z(tO)|+4/ N (D(u, T, p)) du
0

IN

Sta)/4
IE|Z(t,)] +8/0 v (N(u, T, p)) du.

129
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(b) Fiir beliebige § > 0 ist

o/8 -1 2
Ew(Z,6) < 16/0 Y (N(u, T, p)?) du.

Beweis von Lemma 9.1. Aus der Konvexitit von 1/ und der Jensenschen Ungleichung folgt, dass
w<]E max \YZ'\) < E¢<max ]YJ)
i<m i<m

= Emax ¢(Y))

i<m
< Y EP(Y).
=1

Dabei ergibt sich der zweite Schritt aus der Tatsache, dass 1) auf [0, c0) monoton wachsend ist,
und der dritte Schritt folgt aus der Tatsache, dass 1/ > 0. Nun folgt er der Definition von 1) ~!, dass
IE max;<,, |Y;| nicht groRer ist als 1)1 (Zzgm E¢(Y))). O

Beweis von Satz 9.2, Teil (a). Sei T = {t,,t1,t2,...}, oder sei {t,,t1,to,...} eine dichte Teil-
menge von 7, und Z habe stetige Pfade. Nach dem Satz von der monotonen Konvergenz ist in
beiden Fillen IE || Z|| = limg o0 IE | Z][4, 4, ,....t,}- Deshalb kann man ohne Einschrinkung an-
nehmen, dass 7 endlich ist. Aufierdem kann man annehmen, dass p(s,t) > 0 fiir verschiedene
s, teT.

Nun sei 7y := {t,} und &y := 6(t,). Fir & = 1,2,3,... wihlen wir induktiv eine maximale

Teilmenge 7 von T, so dass gilt:
Tie1 C T und  p(s,t) > O := 27%§, fiir verschiedene s, t € Tj,.
Die Maximalitiit von 7y, fiir £ > 1 und die Definition von §(t,) = Jp implizieren, dass
#Tie < D(6k,T,p) und p(t,Tp) < O firallet € 7 und k € Ny.

Insbesondere ist 7o C 71 C To C -+ C T; = T fiirein £ € N. Fiir jedes kK € Ngund ¢t € T
wihlen wir einen Punkt 7yt € Ty, derart, dass p(t, mit) < 0. Dann ist

1Zl7y, < max (1Z(met)| + | 2(0) — Z(met)
€Tk+1
©.1) < NZl + max |Z(t) - Z(mit)],
t€Tk+1

und nach Lemma 9.1 ist
1Z(t) — Z(mit)|

IEtIeI%%}fl |Z(t) — Z(mpt)| = Ok Etg%%}:l 5
< o (#T k)
< 0 (D(Oks1. T, p))
= 4(6k41 — Oks2) (D (641, T, p))
<

Opt1
4/ v (D(u, T, p)) du.
042
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Letztere Ungleichung folgt aus der Tatsache, dass 1 ~!(D(u, T, p)) monoton fallend ist in u > 0.
Kombiniert man diese Ungleichungen fiir K = 0,1,2,...,¢ — 1, dann folgt, dass

Opt1

IE|]Z|]TO+4Z/ o (D(w, T, p)) du

IN

E|{Z]l7

(to)/2 L
= Bzl <4 [0 (DT ) du

Zusammen mit der Ungleichung D(u, T, p) < N(u/2,T,p) folgt hieraus auch die zweite be-
hauptete Ungleichung. 0

Beweis von Satz 9.2, Teil (b). Dieses Resultat folgt aus Teil (a), indem man das dortige Tupel
(T, p, Z,t,) durch (T, p, Z,1,) ersetzt, wobei

T=T0) = {(s;t) €T xT:p(st) <5},
t

pl(s,t), (s, t)] = min(p(s,s") + p(t,t'), p(s,t) + p(s',t)) fiirs,¢,s',t' €T,
Z(s,t) = Z(s)— Z(t),
to = (to,to)

fiir ein beliebiges t, € 7. Dann ist ndmlich w(Z,0) = HZH7- und Z(t,) = 0.

Man kann leicht zeigen, dass p eine Pseudometrik auf T ist, und dass
N(u,T,p) < N, TxT,p) < N(u/2,T,p)? fiiralleu > 0.
In der Tat gilt letztere Ungleichung fiir die “Manhattan-Distanz” bzw. “Mannheim-Distanz”

dM[('s? t)> (8,7 t/)] = p(S, 8/) + p(t, t/)

anstelle von p; siehe Abbildung 9.1. Ferner ist
ol(s, 1), (s,t)] = min(dM[(s, t), (', )], dm[(s, 1), A] + dum|(s, 1), A])

mit der “Diagonalen” A := {(t,t) : t € T} von 7. Eine mogliche anschauliche Deutung: Der Ab-
stand dy; misst FuBwege in Mannheim. Man kann zu FuB von (s, ¢) nach (s',t’) gelangen und legt
dabei den Weg dpi[(s,t), (s',t")] zuriick. Oder man lduft von (s, ¢) aus auf dem schnellsten Wege
zur Diagonalen A, zum Beipiel nach (s, s) oder (¢, t), fihrt ein Stiick mit einer virtuellen Luxus-
U-Bahn (mit beliebigen Haltestellen!) entlang A bis zum Punkt (s, s") oder (¢, ¢'), und l4uft von

dort aus nach (s',¢’). Also beschreibt j den kiirzesten FuBweg bei méglicher U-Bahnbenutzung.
SchlieBlich kann man mithilfe der Konvexitit von 1 zeigen, dass
Z(3) — 2(1)
p(3,1)
wobei 1/(0/0) := 0 und ¥ (a/0) := oo fiir a > 0. Da sup;_+ 4(t, t,) < 4, folgt aus Teil (a), dass

]E¢< ) < 1 fiir beliebige 5,7 € T,

_ /4 9 o 2
B2 < 8 /0 S (N (/2. T, p)%) du = 16 /0 SN T du.
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Abbildung 9.1: Die Innenstadt von Mannheim.

Die Maximalungleichung von Lemma 9.1 kann man auf vielféltige Weisen verfeinern, sieche zum
Beispiel Aufgabe 9.8. Nun beschreiben wir eine Verfeinerung unter einer zusétzlichen Annahme

an die Funktion 1. Dazu definieren wir fiir eine Zufallsvariable Y ihre Orlicz-Norm
[Y|p = inf{r >0:E¢(Y/r) <1} (mit inf(0) := oco).

Dies ist eine Seminorm auf dem Vektorraum £¥(IP) aller Zufallsvariablen Y auf (€2, A, IP), so
dass IE¢(Y/r) < oo fiir ein r > 0; siche Aufgabe 9.2. Fiir den Spezialfall ¢)(x) := |z|P erhilt
man den iiblichen Raum £P(IP) mit der Seminorm ||Y'||,, := (IE [Y'|?)'/P.

Lemma 9.3. Sei®) : R — [0, 00) wie in Lemma 9.1, und es sei

. Y(x)P(y)
152335 Y(zy)

< 0.

Dann existiert eine universelle Konstante C'(v)), so dass fiir beliebige m € N und Zufallsvariablen
Y1,Ys,..., Y, gilt:

max |Y;]
i<m

, S O (m)max [[Yilly.

Dieses Lemma ergibt eine verbesserte Version von Satz 9.2:
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Satz 9.4 (Chaining, II). Seiv : R — [0, 00) wie in Lemma 9.3. Fiir beliebige s,t € T sei

12(s) = Z2(B)lly < p(s,1).
Dann gilt fiir eine universelle Konstante C'(¢)) € (0, 00):

(a) Fiir beliebige t, € T und 0(t,) := sup,eT p(t, to) ist
5(to)/4 .
021, < Nzl +Cw) [ v (N T ) du.
(b) Fiir beliebige § > 0 ist

5/8
lw(z.8)], < 20(¢)/0 O (N (u, T p)?) du.

SubgauBsche Variablen. Ein wichtiger Spezialfall fiir v/ ist die Funktion

Yol@) = exp(a?) - 1.

Hier kann man zeigen, dass
vy (r) = Vlog(1+7),

und fiir beliebige Zufallsvariablen Y € R und Konstanten L > 0 gilt:

(9.2) P(Y]|>7n) < 2exp(—n?/L) firallen >0, falls [V, < VL,
9.3) 1Y lp, < V3L falls P(]Y]|>n) < 2exp(—n?/L) fir alle n > 0;

siehe Aufgabe 9.3 und Aufgabe 9.4. Aullerdem ist

V/log(3)/1og(2)y/logr und
V/21og(5)/ log(4)y/logr fiir alle 7 > 2.

¥yt (r)
ey H(r?)

IA

IN

Aus Satz 9.4 kann man daher folgendes Resultat ableiten:

Korollar 9.5. Angenommen, Z hat subgau3sche Zuwiichse beziiglich p. Das bedeutet, fiir belie-
bige s,t € T undn > 0ist IP(|Z(s) — Z(t)| > p(s,t)n) < 2exp(—n?/2). Fiir eine universelle
Konstante C' gilt dann:

(a) Fiir beliebige t, € T und 6(t,) := sup;e7 p(t, to) ist
4(to)
121, < 12y, +C ; VIog N(u, T, p) du.

(b) Fiir beliebige § > 0 ist

é
Hw(Z,&)H% < C’/O V1og N(u, T, p) du. O
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Beweis von Lemma 9.3. Ohne Einschrinkung sei ||Y||,, < 1 fiir alle 7 < m. Nach Voraussetzung

existieren Konstanten r,, s, > 1 derart, dass ¢(z)1(y) < so¢(zy) fiir alle z,y > r,. Fir z > 0

und r > r, ist also

(z/r) < Hz/r <rolib(re) + U{z/r 2 ro}ib(z/r) < ¥(ro) + sot(2)/1(r).
Folglich ist

I (max [¥i] / max (" (m), ) )

IN

(1) + 0 B v (max i) / max(m, (o))
< P(ro) + So.
Wegen 1(0) = 0 und der Konvexitiit von ¢ ist ¥)(-/q) < 1/q fiir beliebige ¢ > 1. Folglich ist
< ((ro) + so) max (v~ (m), 7o)
< (®(ro) + 50) max(ro /P (1), 1)y (m). O

max | Y|
i<m

Beweis von Satz 9.4. Mit den gleichen Bezeichnungen wie im Beweis von Satz 9.2 folgt aus (9.1)

und Lemma 9.3, dass

1Z17 Ly, < 217l + C@)ap™ (N (Bkra, T, p))
Ok42
< |12, +50w) [ e (V@ T ) du
k+3
Nun argumentiert man wie im Beweis von Satz 9.2. O

Beweis von Korollar 9.5.. Nach (9.3) erfiillt der Prozess Z/+/6 die Voraussetzungen von Satz 9.4
mit ¢ = 1),. Daher ist

IN

o(to)/4
01, < 120 +VoCws) [ v (V. T ) du

lw(2.9)]

5/8
o S 2V60W) [0 (VT du

Doch N(u,T,p) > 2 fir 0 < u < (t,). Und aus N(u,, T,p) = 1 fiir ein u, < 0/8 wiirde
folgen, dass w(Z,d) = w(Z,2u,). Wir konnen also ohne Einschrinkung annehmen, dass die in
den vorangehenden Integralen auftretenden Uberdeckungszahlen N (u, T, p) groBer oder gleich 2
sind. Doch dann ist ¢, 1 (N (u, T, p) bzw. ¥, 1 (N (u, T, p)?) nicht groBer als C’/log N (u, T, p)

fiir eine geeignete Konstante C. O

9.2 Anwendungen

Sei Z,, = Y_;" | ¢n; mit unabhingigen stochastischen Prozessen ¢,,; auf einer abzihlbaren Menge
T. Anstelle von py,(s,t) = Y1 | |dni(s) — ¢ni(t)| betrachten wir die zufillige Pseudometrik

n

ﬁn,2(5’ t) = ﬁn,Q(S’ t | ¢n) = Z(¢m(5) - ¢nz(t))2

=1
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auf T, wobei ¢,, := (¢n;)I ;. Sei ndmlich Z¢ der symmetrisierte Prozess ;- | &idni. Gegeben
¢,,, hat der Prozess Z; stetige Pfade und subgaullsche Zuwichse beziiglich p,, 2. Diese Tatsa-
che folgt aus Hoeffdings Ungleichung (Korollar 4.3) und wird nun in verschiedenen Situationen

angewandt.

9.2.1 Eine Maximalungleichung fiir empirische Prozesse

Sei F eine punktweise separable Familie von messbaren Funktionen f : X — [0,1] mit0 € F
und #.F > 2. Ferner sei

1) = [ VN Fan < oo
mit den uniformen Uberdeckungszahlen N (-, F) aus Abschnitt 6.2, wobei F' := 1. Dann ist stets
[vale. = Pl < e
mit einer universellen Konstante C'. Denn fiir » > 0 folgt aus den beiden Symmetrisierungen, dass

v

PPl < 2z,

Hier ist Z2(f) :=n~1/23°" | & f(X;) und

pra(fsg) = \VB(F —g12) < \/Bullf - g))-

Folglich ist N (u, F, pn.2) < N(u?, F, pp,) < N (u?, F), und Korollar 9.5 ergibt

o (J5) = wr(o(EE) x0n) <

fiir die dortige Konstante C'.

Es sei noch angemerkt, dass im Falle von #F > 2 gilt:
J(F) < C'\/Vsgr(F)]

mit der VC-Dimension V[sgr(F)] von sgr(F) und einer universellen Konstanten C’. Diese Un-

gleichung folgt direkt aus Satz 6.3.

9.2.2 Prozesse mit Lipschitz-stetigen Pfaden
Angenommen, die Prozesse ¢,; haben Lipschitz-stetige Pfade, und IE ¢,,; existiere in R”. Fiir

|z(s) — (t)]
Z||Lip = sup —————
I#lhse steT  P(s:t)

z : T — R definieren wir

mit den Konventionen 0/0 := 0 und a/0 := oo fiir a > 0. Dann gilt:
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Lemma 9.6. Es existiert eine universelle Konstante C' < oo, so dass

n S
Bu(Z, - B20,0) < C\[BS lowlP0 ol [ \flos N, T p)au
=1

fiir beliebige § > 0 und v € (0, 1].

Beweis. Nach Symmetrisierungslemma 3.1 (b) und 3.3 (b) ist Ew(Z,, — IE Z,,, §) nicht groBer
als 2IEw(Z2, ). Wie schon erwihnt hat der symmetrisierte Prozess Z2 subgauf3sche Zuwichse
beziiglich p,, 2, gegeben ¢,,. AuBerdem ist
(éni(s) = 6ni(6)? = |oni(s) = dni() P |dni(s) — dui(t)]>
< A ni P Snill, (s,

weshalb

pn2(s:t) < pu(s,t) = Dup(s,t)? mit D, := 2177 ZH@meI? || bnilIT7, -

Ferner ist w(Z2, 6| p) = w(Z3, Dnd™ | pn) und N (u, T, p) = N ((u/Dn)'/7, T, p). Daher folgt
aus Korollar 9.5, dass

Dy, 67

B((Z2,0)|6,) < C [ VioaN(uTpm)du
ODn(W
= C’/ \/logN((u/Dn)l/V,T,p)du
0

Y
= C’Dn/ \/logN(ul/v,’T,p)du
0

und die Behauptung folgt durch Integration beider Seiten beziiglich der Verteilung von ¢,,. O

Beispiel 9.7. Ein spezielles Anwendungsbeispiel sind empirische charakteristische Funktionen.
Fiir R > 0sei Tz = {t € R% : |t| < R}, und sei p(s,t) := |s — t|. Fiir unabhingige, identisch
verteilte Zufallsvariablen X1, Xo, X3, ... € R% sei

Zn(t, 1) = n_l/QZcos(tTXi),
=1
Zn(t,2) = n~'? sin(tTX;).

Falls
E|X;|° < oo fiireine > 0,

dann konvergiert (Z,, — IE Z,,),, im Raum ¢ (7Tr x {1,2}) in Verteilung gegen einen zentrierten
GauBprozess Z mit gleichméBig stetigen Pfaden beziiglich der Metrik

p((s,4), (6, k) = [s —t] +j — kI,
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und
E(Z(s,§)Z(t,k)) = E(Zy(s,§)Za(t, k)) firalles,t € R und j, k € {1,2}.

Denn aus dem multivariaten Zentralen Grenzwertsatz folgt, dass die endlichdimensionalen Rand-
verteilungen von Z, schwach gegen die gewiinschten zentrierten Normalverteilungen konver-
gieren. Nach Satz 7.32 in Abschnitt 7.7 geniigt es zu zeigen, dass die Folgen (Z,(-,1)), und
(Z(+,2)), asymptotisch stochastisch gleichstetig auf T beziiglich der euklidischen Metrik p
sind. Dies folgt aber aus Lemma 9.6, angewandt auf ¢,,;(t) := n~"/2 cos(t" X;) bzw. ¢pi(t) =
n~Y2sin(t" X;). Denn

onillze < 07 ollp < 071X wnd NG Tap) < (14 20)°

u

i?p < n ! X;)? und

5
>
Ew(Za(-j),6) < C\/E |X1|2’Y/ \/d log(l—kul—i) du.
0

Letztere Ungleichung folgt aus Lemma 6.2. Folglich ist ||y |2 || i |

9.2.3 Ein Funktionaler Zentraler Grenzwertsatz

Die Resultate in diesem Abschnitt lehnen sich stark an die Arbeit von K.S. Alexander (1987) an.

Neben der zufilligen Pseudometrik p,, 2 betrachten wir nun auch die deterministische Metrik

pn2(s,t) = /IE pp (s, )2

Mit den Prozessen
Oni(s,t) = dni(s)bni(t) und Z, = i Prs
i=1
auf 7 x T kann man schreiben:
Pn2(s,0)? = Zn(s,8) + Zn(t,t) — 2Z,(s,1).

Insbesondere ist Hp%g - p%,QHTxT < 4|\ Zy — E Zp|| 7T

Wir nehmen im folgenden an, dass die Prozesse ¢,,; und Z,, “separabel” sind in folgendem Sin-
ne: Es existiere eine abziihlbare Teilmenge T, von T derart, dass ||¢nill, || Zn — IE Zn|, | Zn —
E Zn\|7-xT und w(Z,, —IE Z,, ¢ | pp2) unverindert bleiben, wenn man 7 durch 7, ersetzt.

Lemma 9.8. Angenommen, die folgenden drei Bedingungen sind ertiillt:

9.4) EY loull> = O,
i=1
(9.5) EY " 1{[|¢nill* > ulllénil> = o(1) fir beliebigeu > 0,
=1

1)
(9.6) /\/IogN(u,T,,én,z)du —p 0 fiirn — 00,0 ] 0.
0
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Daraus folgt, dass

9.7) E||Z, — E Z,||7x7 =0(1) und N(u,T,pns2) = O(1) fiir alle u > 0;
9.8) w(Zy —E Zy, 8| pp2) —p 0 fiirn — 00,6 | 0;

9.9) |Zn —IEZ,|| = Op(l)'

Anmerkung 9.9. Seien die ¢,; signierte MaBe auf X und F eine punktweise separable Klasse

von messbaren Funktionen auf X" mit Einhiillender F' := sup ¢z | f|; siche Abschnitt 6.2. Dann

sind die Voraussetzungen (9.4-9.5) erfiillt, falls
n n
ED [¢nl(F)?=0(1) und B 1{|¢nil(F)* > u} |¢nil (F)* = o(1) fiir alle u > 0.
i=1 =1
Setzt man zusitzlich noch voraus, dass
1
J(F) = /0 Viog N(u?, F)du < oo,

dann ist auch Bedingung (9.6) erfiillt. Denn py, 2(f, 9)* < pMn(f,g) mit dem MaB M,, :=
22?:1 |¢m‘(F) ‘d)m B weshalb N(u,]—", ﬁn,Z) S N(UQ/Mn(F)wF) und

/06\/10gN(u,}',ﬁn72)du < \/MR(F)/O(S/ Mn(F)\/logN(u{]-')du
\/ 14 M, (F) /Oéx/logN(uz,]:)du

fiir u, § > 0, wobei My,(F) = 237 [énil (F)? = O,(1).

IN

Beweis von Lemma 9.8. Der erste Teil von Behauptung (9.7) folgt aus Korollar 6.10, angewandt
auf die Prozesse ¢y anstelle von ¢,,;. Zum einen ist ||¢||7x7 = ||¢ni|%, was die ersten beiden

Bedingungen von Korollar 6.10 impliziert. Zum anderen folgt aus (9.6), dass
(9.10) N(u, T, pn2) = Op(1) firalleu >0,

denn fiir 0 < ¢ < w ist stets

o
VIog N, T ) < 671 / V108 N (0. T pr.2) dv.
0

Ferner ist

n

D (16ni@)1|ni(s) = dni(s")] + 1dni(s)dni(t) — dni()])

i=1
M, (ﬁn,Z(Sa s') + P2 (1, t/))

pn((s.1),(5,1) | &,,)

IN

IN



9.2. ANWENDUNGEN 139

mit M, := (37, ||¢m||2)1/2 = O,(1), woraus man ableiten kann, dass
A > U .
N(“v T X T, pn('7 : ‘ ¢)n)) S N(W? T? pn,2> = Op(l)
n
Also ist auch die letzte Bedingung von Korollar 6.10 erfiillt. Folglich ist

E‘|ﬁ%,2_P%,2“TXT < 4IEHZH_IEZnHTXT = o(1).

Zusammen mit (9.10) folgt hieraus der zweite Teil von (9.7).

Zur Behauptung (9.8): Da Var[Z,,(s) — Z,(t)] < pn2(s,t)?, kann man aus Symmetrisierungs-
lemma 3.1 (a) und 3.3 (a) ableiten, dass fiir 7 > V26 >0 gilt:

4P (w(Z2,6 | pn2) = 1)
AP (||p2 5 — P2 ollrxT = 30%) + 41P (w(Z2,25 | pn2) > 1)
o(1) + 4]P(w(Z7°l, 20| pn2) > 17),

IP(w(Zy —E Zy, 8 | pn2) = 3n)
<
<

gemilB (9.7). Doch Z; hat subgauB3sche Zuwichse beziiglich p,, » gegeben ¢,,, und nach Korol-
lar 9.5 ist

20
E(w(Z5,20 | pn2) | #,) < C’/ \/log N(u, T, pn2)du —, 0 firn — 00,0 0.
0

Dies ergibt Behauptung (9.8).
Zu beweisen bleibt (9.9). Gemil (9.7) und (9.8) gibt es zu beliebigem ¢ > 0 eine Folge von
Mengen 7, C T mit

#T, = O(1) und limsup P(|Z, —EZ,| > | Z, —EZ,|l7, +1) < e

n—o0

Doch nach (9.4) ist

E|Z,—~EZl, < Y B|Z(t)-EZ.(t)
teTn

< #Tn [sup Var[Z,(t)]
teT

< H#Toy | B | énill?
i=1

= o). .

Satz 9.10. Angenommen, die Voraussetzungen von Lemma 9.8 sind erfiillt. Desweiteren gebe es
Funktionen H und K auf7 x T, so dass

9.11) HIEZTL—H||7*><T — 0 und ||Cov(Z,) — Kl||l7x7 — O.
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Dann ist T prikompakt beziiglich der Pseudometrik

p(s,t) == \/H(s,s) + H(t,t) — 2H (s, 1),

und (Z,—IE Z,,),, konvergiert im Raum {,(7") in Verteilung gegen einen zentrierten GauBprozess
W auf T mit Kovarianzfunktion K und gleichmiBig stetigen Pfaden beziiglich p.

Anmerkung 9.11. Im Falle von zentrierten Prozessen ¢y, also IE ¢,,; = 0, istIE Z,, = Cov(Zy).
Tatsdchlich bleiben die Bedingungen (9.4-9.5) giiltig, wenn man die Prozesse ¢,; jeweils durch
oni — IE @y, ersetzt (Aufgabe 9.5). Dagegen iibertrigt sich Bedingung (9.6) nicht automatisch auf

die zentrierten Prozesse.

Beweis von Satz 9.10. Aus (9.4-9.5) und (9.11) folgt zusammen mit dem Lindebergschen Zen-
tralen Grenzwertsatz, dass die endlichdimensionalen Randverteilungen von Z,, — IE Z,, schwach
gegen die entsprechenden Randverteilungen eines zentrierten Gaufiprozesses mit Kovarianzfunk-

tion K konvergieren.

Aus (9.11) folgt, dass ||p} 5 — p?[|7x7 = o(1). Zusammen mit (9.7) ergibt sich die Priakompakt-
heit von (7, p), und (9.8) impliziert die stochastische Gleichstetigkeit der Folge (Z,, — IE Z,,),,
beziiglich p. Die Konvergenz von (Z,, — IE Z,),, in Verteilung ist also eine direkte Folge des
Satzes 7.32. O

9.2.4 Empirische Prozesse und P-Briicken

Wie in Kapitel 6.2 sei F eine punktweise separable Familie von messbaren Funktionen auf X' mit
Einhiillender I := sup .z | f|. Falls

1
P(F?) < oo und J(F) ::/ V1og N(u?, F)du < oo,
0

dann konvergiert der empirische Prozess (\/ﬁ(Pn - P)(f)) er im Raum {5 (F) in Verteilung

gegen einen zentrierten GauBprozess Bp mit Kovarianzen

E(Bp(f)Br(g)) = P(fg) — P(f)P(9)

und gleichmiBig stetigen Pfaden beziiglich der Metrik

p(f.9) == VP((f—9)?.

Dies folgt im wesentlichen aus Satz 9.10; siehe auch Anmerkung 9.9. Den Grenzprozess Bp nennt

man auch eine P-Briicke.

Bootstrap. Bei festem P hingen sowohl p,,  als auch Cov[y/n(P, — P)] nicht von n ab. Lem-
ma 9.8 und Satz 9.10 beinhalten aber auch folgendes Resultat: Sei P, die empirische Verteilung
von unabhingigen Zufallsvariablen X,,1, X9, ..., X, mit Verteilung P,, auf X'. Angenommen,

J(F) < oo
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P,(F?)=0(1) und P,(1{F? > nu}F?) =o(1) fiir beliebige u > 0;

sup |Pu(fg) — P(fg)] = o(1).
f9eFU{1}

Dann konvergiert (\/ﬁ(Pn —P)(f ))

Desweiteren gilt:

ey im Raum {5 (F) in Verteilung gegen eine P-Briicke.

EP,(F?) =0(1) und IEP,(1{F?>nu}F?) =o(1) fiir beliebige u. > 0;

E sup |Pu(fg) — P(fg)] = o(1).
f,9eFU{1}

Dabei folgt letztere Tatsache aus (9.7). Man kann also die Verteilung von Statistiken, die stetig von
(vVn (P, —P,)(f ) e abhingen, konsistent schitzen, indem man die unbekannte Verteilung P,

durch Pn ersetzt.

9.2.5 Partialsummenprozesse und P-Bewegungen

Sei F wie in Abschnitt 9.2.4, und sei
gn(f) = n_1/2 Z }/;f(xnz)
i=1

ein Partialsummenprozess wie in Abschnitt 1.2. Angenommen, die folgenden vier Bedingungen
sind mit P, :=n"1Y"" , ,, . erfiillt:

J(F) < o0
E(Y;)) =0 und IE(Y?)=1;
P,(F?)=0(1) und P,(1{F? > nu}F?) = o(1) fiir beliebige u > 0;

sup |Pu(fg) — P(fg)| = o(1)
f,9eF

fiir ein WahrscheinlichkeitsmaB P auf X’. Dann konvergiert S, im Raum {5 (F) in Verteilung

gegen einen zentrierten Gaullprozess Wp mit Kovarianzen

E(Wp(f)Wp(g)) = P(f9)

und gleichméBig stetigen Pfaden beziiglich der Metrik

p(f,9) == VP((f—9)?) = Var[Wp(f) — Wp(g)].

Diesen Grenzprozess Wp nennt man auch eine P-Bewegung. Ist 1 € F, was man ohne Ein-
schrinkung annehmen kann, dann definiert Bp(f) := Wp(f) — P(f)Wp(1) eine P-Briicke, und
Bp, Wp(1) sind stochastisch unabhingig.
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9.2.6 Vorzeichentests fiir lineare Regression

Seien Y1, Yyo, . .., Y, unabhingige Zufallsvariablen mit stetigen Verteilungsfunktionen

Eine Variante des linearen Modells ist die Annahme, dass fiir gegebene feste Vektoren x,,1, Tn2,
., Tnn im R? und einen unbekannten Parameter 6,, € R¢ gilt:

(9.12) Foi(0) zp) = 1/2 firl<i<n

Mit .

Zn(y) = Z(l{Ynz < 'YTxni} - 1/2) Tni € Rd
i=1

ist allgemein

Z ni 7 xnz - 1/2) Tng-

—

Unter der Modellannahme (9.12) ist IE Z,,(v) = 0 genau dann, wenn Fy,;(y " z,;) = 1/2 fiir alle

7 <n,und
n
=1

mit einer Rademacher-Folge (&1, &, .. ., &,). Ist also B, (a) C R? eine Menge mit

]P(Zz; &Tni € Bn(a)) > 1-—a,

dann definiert 1{22n (7) € Bn(a)} einen Test der Hypothese “6,, = 7 zum Niveau 1 — «, und
Cola) = {7y €R:2Z,(7) € Bu(a)}
ist ein Konfidenzbereich fiir 8,, mit Konfidenzniveau 1 — «.

Nun betrachten wir das asymptotische Verhalten des vektorwertigen Prozesses Z, R — R4

Wir setzen voraus, dass

n

(9.13) > iy = I
i=1

(9.14) max |zn| = o(1).
i<n

Dabei sei |v| die Euklidische Norm Vv Tv. Durch lineare Transformation der Vektoren x,,; und

Dimensionsreduktion, falls nétig, kann man stets erreichen, dass Bedingung (9.13) erfiillt ist. Ins-

n
D lanil” = d
=1

Unter Bedingung (9.13) ist |z,;|? die “Hebelkraft” (leverage) des Design-Punktes z,,;. Bedin-

besondere ist dann

gung (9.14) verbietet also die Existenz von “Hebelarmpunkten”.
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Lemma 9.12. Unter der Voraussetzung (9.13) ist

170~ B Z), < ca

%o

fiir eine universelle Konstante C'. Setzt man zusétzlich (9.14) voraus, dann gilt:
w(Zy —EZy, 6| pp) —p 0 fiirn — 00,8 10,

wobei

n
pn('% ﬁ') = Z ‘xm‘Q |Fni(’7Txni) - Fm(’?—r«%m)‘
=1

Unter den Annahmen (9.12), (9.13) und (9.14) folgt aus dem Lindebergschen Zentralen Grenz-
wertsatz, dass
L(2Z,(6n)) —w Na(0,1).

Dabher ist
Cur = {7 €R*: | Zu(y)] <7}

ein spezieller Konfidenzbereich fiir 6,, mit asymptotischem Konfidenzniveau

lim P(6, € Cn,) = x3([0,4r%).

n—0o0

Die Berechnung von C, - ist alles andere als trivial, obwohl wir gleich sehen werden, dass es sich
unter gewissen Annahmen approximativ um eine Kugel mit Mittelpunkt 0,, handelt. Letzterer ist

ein Schitzer

n
0, € argmin H,(y) mit H,(y) = Z [Yini — 'yTxm-].

vER? i=1
Die Funktion H,, ist konvex, und man kann leicht zeigen, dass H,(y) — oo fir |y| — oo, da
die Vektoren z,,; unter Bedingung (9.13) den Raum R? aufspannen. Also ist arg min(H,,) eine
nichtleere, kompakte und konvexe Teilmenge des R?. Ein Punkt 0,, gehort zu arg min(H,) genau

dann, wenn

DH,(05,6) := lim H (B +20) = Hi(6r)

> (0 firalled € R,
t10 t

Doch man kann leicht nachweisen, dass
n n
DH,(0,,6) = Zsign(&lwm’ — Ym-)(STxm + Z WY, = Gme}MTxm-]
i=1 =1

= 25T2n(én) + Z 1{Ym' = é;{l’m}(é—rwm)f
=1

Aus DH,,(0,,,8) A DH,(6,,, —6) > 0 folgt also, dass

n
(9.15) 1Z0(0n)] < " 1{Yni =0, i }|ami| < dmax |zy,|  fast sicher;
i<n

=1

siehe Aufgabe 9.6. Folglich ist §,, € Ch,r, sofern d max;<y, |Tni| < 7.
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Lemma 9.13. Angenommen, es gelten (9.12), (9.13) und (9.14). Ferner sei

mit einer Verteilungsfunktion F', so dass

Fly) —1/2

lim ———— = ¢>0.
y—0 Yy
Dann gilt:
(9.16) inf ‘Zn(ﬁn + v)‘ —p 00 fiirn — 0o,b — oo;
veR:|v|>b
(9.17) SUp | Zn(0n +v) — Zu(0,) — cv| = 0,(1) fiir beliebige b > 0.
veR:|v|<b
Insbesondere ist
(9.18) 0, = 0, — C_lzn(en) + 0p(1),

und fiir C . := {v € R?: v —6,] < clr} gilt:

P(CS, .

C Cpy CCp,ic) — 1 fiir beliebige € > 0.

Beweis von Lemma 9.12. Als Hilfsmittel betrachten wir reellwertige Prozesse

¢TLZ(’77}‘) = 1{Ynz < 7T$ni})\T1‘ni

und Z, = Y0 ¢ni auf T := R? x S97L, wobei ST := {v € R? : |[v| = 1}. Dann ist

AT(Zn —-IE Zn)(’)/) = (Zn - E Zn)(% )\), also
||Zn - ]EZn"Rd = ”Zn - IEZHHT-

Nach den zwei Symmetrisierungen ist ||[| Z, — IE Z, || Hwo nicht groBer als 2||[| Z| Hwo

ﬁn,?[(’% )‘)’ (:Ya )‘)]2

n

i=1

~ 2
+ ]-{Ynz S :}/Txnz}()\—rxnz - )\Txnz)>

IN

n n
22 ‘xm‘Q‘l{Ynz S ’YTxm'} - 1{Ynz S :)/Txni}‘ + 42 |xnz‘2‘)\ - )\’
i=1 i=1

= Mn(‘lH('y) —lue)|) + 2M,(1)p(X, N),

wobei
n
M, = 22’1‘m|25($;7ym)‘r,
i=1
H(y) = {veR¥™:(—yT 1)v <0},

p(AMA) = A=A
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Man beachte, dass stets M,,(1) = 2d. Die Menge H () gehért zu der Familie der abgeschlossenen
Halbriume in R?. Letztere ist eine VC-Klasse mit VC-Index d + 1; siche Beispiel 5.14. Aus
Lemma 6.2 sowie Satz 6.3 folgt, dass

~ d
N(u, 8% 200, (1)p) < (gil) und

u
N(u{lue) v €RYpy) < (%)5(d+1) fiir 0 < u < d.
Folglich ist
log N(u, T, pn2) < logN(?);LQ,Sd_len(l)p) + logN(zgz, {1a) 17 € Rd},pMn)
< (6d+5) 1og(15—f) fiir 0 < u < Vd.

Ferner ist ¢pni(Vn,-) = O fiir alle ¢ < n und ein geeignetes v, = Y (Yn1,...,Ynn) € R<, und
Pr2l(Yns )y ()2 < S0 (| 6nill* < d. Aus Korollar 9.5, angewandt auf die bedingte Verteilung
von Z° gegeben ¢,,, folgt also, dass

Vd 1
< C\/6d+5/ \/10g<£2d> du < 4Cd/ \/log(LL;)) du.
Yo 0 u 0 u

Mit obigen Uberlegungen folgt aus (9.13) und (9.14), dass die Voraussetzungen von Lemma 9.8
erfiillt sind. Also gilt:

1zl

w(Zn—IEZn,(S‘pn,Q) —p 0 fiirn — 00,4 | 0.

Doch
pn,Q((")/, )‘)7 (:Ya 5‘))2 < 2pn(77’~}’) + 4d|>\ — 5\‘7
so dass
w(Zy —EZy,6|py) = sup ((Zn —E Z,) (%, A) = (Zo — E Zo)(7,\)|

¥, 7ERLAESI L o (7,7) <8
w(Zn —1E Z, V20 | pn2)-

IN

O
Beweis von Lemma 9.13. Sei
Ap(v) = EZy(0n +v) = > (F0 @ni) = 1/2) s,
also Zy (0 + v) = (Zy — IE Z,) (0 + v) + Ap(v) . Dann ist

int (Z,(6, +0)] 2 ind Ba(0)] |1 Zn ~ B Zuls = inf |Ba(0)] + Oy(1).
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Fiir beliebige feste b > 0 folgt aus den Voraussetzungen an die Verteilungsfunktionen F;,; und F',

dass
sup ‘&n(v) —| = sup Z(F(UT:Cm) —1/2 — v Tpi) Tps
lv|<b [v|<b i=1
= o(1),
inf ‘&n(v” > inf  ATA,(r\)
|v|>b r>b eSd-1

n

inf Z(F(T)\Tacm') — 1/2) P

r>bAeSd-1 4
=1

n

= inf FA z) — 1/2) X 2,
iy 2 (PN ) = 1/2) A

= cb+o(1).

Hieraus folgt (9.16). Doch
n
5n<b) ‘= Sup pn(en +U79n) = Ssup Z ’wnilz‘F(UTxm’) - 1/2‘ = 0(1>7
[v|<b lv|<b i=1
weshalb
sup !Zn(ﬂn +0) = Zn(0,) — cvl
v]<b
< |81‘1p ‘An(v) — vl +w(Zn —IE Z,,6,(b) | pn) = 0p(1).
v|<b
Aus diesen Entwicklungen fiir den Prozess Zn(ﬁ + v) und der Ungleichung (9.15) folgt die Ent-
wicklung (9.18) fiir 0,,. Ferner kann man leicht schlieBen, dass die Menge C,,, approximativ

gleich der Kugel
C’TIM = Oy + {U eR: | Z,(6,) + cv| < r}

ist. Diese Kugel hat Radius ¢~ !7 und Mittelpunkt 6,, — c‘lzn(Gn) =0, + op(1). Also kann man

C%J wiederum durch Cy, | approximieren. O]

9.3 Aufgaben

Aufgabe 9.1. Sei ¢ : [0,00) — [0, 00) monoton wachsend und konvex, wobei 1)(0) = 0 aber
1 # 0. Ferner sei ¢~ 1(t) := max{s > 0 : 1(s) < t}. Zeigen Sie, dass 1~ monoton wachsend,

konkav und unbeschrinkt ist.

Aufgabe 9.2. Sei m ein MaB auf einer o-Algebra A auf 2 und ¢ : R — [0, 00) eine gerade,
konvexe Funktion, wobei 1/(0) = 0 aber 1) # 0. Es bezeichne L% (m) die Menge aller messbaren
Funktionen f auf (2, .A), so dass ¢ (f/r) fiir ein 7 > 0 integrierbar ist beziiglich m. Man zeige,

dass £¥(m) ein Vektorraum und

I flly = inf{r>0:/¢(f/r)dm§1}
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eine Seminorm auf £¥ (m) ist.
(Zusatz: Man zeige, dass L% (m) beziiglich | - ||, vollstindig ist.)
Aufgabe 9.3. Beweisen Sie die Ungleichungen (9.2-9.3).

Aufgabe 9.4. Sei h : R — R eine konvexe und gerade Funktion derart, dass ~2(0) = 0 aber

h # 0. Beweisen Sie folgende Ungleichungen fiir eine reellwertige Zufallsvariable Y
(@) Ist Eexp(h(Y)) < K,dannist IP(|Y'| > n) < K exp(—h(n)) fir allenp > 0.

(b) IP(]Y| > n) < Kexp(—h(n)) fiir eine Konstante K > 0 und beliebige > 0, dann ist
Eexp(h(aY)) <1+ Ka/(1 — a) fiir beliebige 0 < a < 1.

Aufgabe 9.5. Zeigen Sie, dass

d d d
1{2% > U} d oy < dY Yy >u/dhy firy €eR?
=1 i=1 =1

und
Hp>ulp < 2IE1{Y >u/2}Y fiir Zufallsvariablen Y mit Erwartungswert .

Leiten Sie hieraus die Behauptung von Anmerkung 9.11 ab.

Aufgabe 9.6. Zeigen Sie, dass in Abschnitt 9.2.6 aus der Stetigkeit der Verteilungsfunktionen F};;
folgt, dass max,cpa D i 1{Yni = T 2n:} < d fast sicher.

Hinweis: Fiir beliebige S C {1,2,...,n} kann man zeigen, dass

#{y e Ry 2y = Yy fiiralle i € S}

=1, falls die x,;, ¢ € S, linear unabhingig sind,
= 0 fast sicher, falls die x,;, ¢ € S, linear abhéngig sind.

Aufgabe 9.7. Angenommen, in Abschnitt 9.2.6 ist Fy,;(0,] z,;+-) = F(-/o,;) mit Skalenfaktoren
opn; > 0und einer Verteilungsfunktion F' wie in Lemma 9.13. Formulieren und beweisen Sie eine

Verallgemeinerung von Lemma 9.13.

Aufgabe 9.8. Hier ist noch eine Verfeinerung von Pisiers Lemma (Lemma 9.1) fiir subgauf3sche

Zufallsvariablen: Seien Y7, Y5, ..., Y,, Zufallsvariablen derart, dass
Eexp(tY;) < exp(t?/2) firl <i<mundt € R.
Dann ist
IE(maX Yi2> < 2log(2m).
i<m

Anleitung: Fiir festes A > O und u € R sei

a(u) = cosh()\\/hTD — 1.
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Zeigen Sie, dass 1 eine gerade und konvexe Funktion ist. Zeigen Sie ferner, dass
P (v) == max{u>0:¢(u) <v} < (A 'log(2(1+ v)))2

fiir v > 0. Zeigen Sie nun, dass

]E@%{ Yf) < ¢yt (i IE (cosh(\Y;) — 1)),

i=1

und schitzen Sie die rechte Seite geeignet ab.



Kapitel 10

Kombinatorische Prozesse

Bisher wurden nur Prozesse Z,, = Z?Zl ¢n; mit unabhingigen Summanden betrachtet. In diesem
Abschnitt behandeln wir eine allgemeinere Klasse von Prozessen mit moglicherweise abhingigen

Summanden, welche im Zusammenhang mit Permutationstests auftauchen. Sei

= (Pnij)i<ij<n

eine Matrix bestehend aus n? unabhiingigen stochastischen Prozessen ¢ni;j auf einer Menge 7.
Ferner sei II = II,, eine von ®,, unabhéngige und rein zufillig gewihlte Permutation der Menge

{1,2,...,n}. Nun betrachten wir den Prozess

Sp = Z Pniti(i)-
i—1

Aus technischen Griinden verlangen wir, dass entweder 7 abzihlbar ist oder die ¢y,;; feste Funk-

tionen sind.

Die bisher betrachteten Prozesse Z,, passen in diesen Rahmen. Sei namlich £(¢y;) = L(¢y;) fiir
alle i, j. Dann ist £(S,,) = £(Z,). Auch im allgemeinen Fall ist natiirlich £(.S,, | IT) vom gleichen

Typ wie L(Z,,), aber wir interessieren uns fiir die unbedingte Verteilung von S,,.

Beispiel 10.1. Sei a,, = (ap;)}_; ein fester Vektor in R™ mit

n n
(10.1) » a, =0 und ) al =1
=1 =1

Fiir t € [0, 1] definieren wir

Dieser Prozess B,, ist in Verteilung gleich S,,, wenn

bnij(t) = 1{i < nt}a,;.

149
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Man kann leicht nachrechnen, dass

EB,(t) = 0 und IE(B,(s)B,(t)) = nL(aniz(&m B p;sj UZLH)

fiir s, € [0, 1]; sieche auch Lemma 10.3. Also hat B,, approximativ die gleiche Kovarianzfunktion
wie die Brownsche Briicke. Man beachte, dass die Kovarianzfunktion von B,,(- | a,,) nicht von a,,
abhiéngt, (10.1) vorausgesetzt. Realisationen dieses Prozesses werden in Abbildung 10.1 gezeigt.
Hier gilt folgender Grenzwertsatz:

Satz 10.2 (vgl. Billingsley 1968). Fiir n > 2 sei a,, = (an;);—, ein Vektor aus R", welcher
Bedingung (10.1) erfiillt, so dass

(10.2) max |a,;| = o(1).
i<n
Dann konvergiert B, (- | ay,) in Verteilung gegen eine Brownsche Briicke. O

Im folgenden werden wir eine Verallgemeinerung dieses Satzes beweisen. Zunédchst berechnen

wir die ersten und zweiten Momente von S,,. Falls existent seien

n

Ma(t) = (pnig(0);,—y  mit  png(t) = TEny;(t),
Lp(t,u) = (ymj(t,u))zjzl mit  Ynii(t,u) = Covldnij(t), dnij(u)).

Fiir A = (aij)iyj und B = (bij)@j aus R™*"™ gei

(A,B) = trace(ATB) = > ajby; und |A] = /(A A).
2%

Ferner sei 1 := (1); ; € R™*"™.

Lemma 10.3. Angenommen, M,, : T — R"™*"™ existiert. Dann ist

Zusitzlich existiere Iy, : T x T — R™ "™, Dann ist

1 1
Cov[S,(t), Sp(u)] = E(Fn(t,u),1> + m(GMn(t),GMn(u»
wobei
GA = (%._a“r _EJF&) o
n n n 1<i,5<n

Den Beweis dieses Lemmas iiberlassen wir dem Leser als Ubungsaufgabe. Man beachte, dass G

die orthogonale Projektion von R™*" auf den Teilraum
1L
{(oz,- + 5]’)2]':1 ta, B € ]R"}

ist.
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Eine wesentliche Frage ist, ob und wie man den Prozess 5,, symmetrisieren kann. Unser Ziel
ist, den Erwartungswert von ||.S;, — IE S, || durch den Erwartungswert von [|.S?| nach oben ab-

zuschitzen, wobei
n
Sy = Z§i¢niﬂ(i)
i=1

mit einer von (®,,, IT) unabhéngigen Rademacherfolge (;);>1. Naive Anwendung der ersten Sym-
metrisierung fiihrt zu dem Prozess

n

Z(%iﬂ(i) — it (i)

i=1
mit einer unabhiingigen Kopie I’ von II. Aber es ist nicht klar, wie man nun die Rademacher-
variablen &; ins Spiel bringen soll. Die tatsdchliche Methode ist etwas komplizierter und fiihrt zu

folgendem Resultat:

Lemma 10.4 (Symmetrisierung von S,,). Angenommen, M,, : T — R™ " existiert. Fiir eine
beliebige gerade, konvexe Funktion vy : R — [0, 00) ist

E (S, —ES,|) < Ey(8]S9]).

Beweis von Lemma 10.4.

Erster Schritt: Sein > 2und m := |n/2]. (Der Fall n = 1 ist uninteressant und wird direkt durch
Lemma 3.1 (b) und 3.3 (b) abgedeckt.) Fiir L C {1,2,...,n} sei S; := > ;s $nim(). Dann

kann man schreiben:

n -l -1
Sp = Z¢mn(i) (:L_ll) Z Hiel} = (;) Z %SL-
i=1

L:#tL=m L:#L=m

Folglich ist

ol -Esl) = Be|(7) X L -msn))

Li#tL=m
-1
< <”) S w8 - mSs)
m L:#L=m m
< max E¢(c|S,—ESL|)

L:#L=m
mit ¢, := n/m < 3. Durch Umordnen der Zeilen von ®,, kann man erreichen, dass

(10.3) E¢(][S, —ES,|) < Ev(clSs—ES,),

wobei

Zweiter Schritt: Wir definieren

S5 = nilimri)

ieJ
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Die Prozesse Sy und S sind identisch verteilt aber im allgemeinen abhingig. Gegeben I1(.J) sind

sie im allgemeinen unterschiedlich verteilt aber unabhiingig. Es ist

S;—8; = Z(¢niﬂ(i) = Pnill(m+i)) =c Z&(%m(i) — PniTi(m+i))»

icJ ieJ
was man durch Bedingen auf die zweipunktigen Mengen {I1(z),II(m + i)}, 1 < i < m, nach-
weisen kann. Mit IE, := IE(- | ®,,, IT) gilt also fiir beliebige ¢ > 0:

B (cls; - 531) < EBo(cd & > &bninmr

ieJ icJ

;<E¢<26“Z§i¢nin(i) )+E¢<20H2&¢nm(m+i)
ieJ 1€eJ

)

— EE,¢ (QCHZ Eibningy +Bo Y Eibnitiis
ieJ idT

IN

)

= 1E¢(2cH;fi¢mn@

)

< IE]EOw(QcHzn:@gbmn(i) ) (nach Lemma 3.1 (b))
=1

(10.4) = Ep(2|55]).

Dritter und letzter Schritt: Nun vergleichen wir ||.S;—1IE S| und ||S;—S%||. Mit der Schreibweise
E, :=IE(- | II(J)) ist

BoSy = 5 3 s oS5 =

i€J jell(J) miel FETI(J
und .
1
7 Jj=

Gegeben I1(.J) sind die Prozesse Sy und S% stochastisch unabhingig. Folglich ist

]EOQJ)(C*HSJ - IESJH)
= IEO¢(C* S . )
IE, (. SJ—IEOS}—— SJ—SJ D
B, ¢ (cx||Ss — o S3ll + [ o (S — SHII)

m—n

IN

€ T ((1 4+ e)lIS ~ B Sil) + 1t (14 )| Bo(Ss - 7))
< o ((1+e)llSs = Syll)

nach Symmetrisierungslemma 3.1 (b), angewandt auf das Paar (Z, Z') = (S, S%) bzw. (Z,Z') =
(0,Sy — S%), gegeben II(J). Integration beider Seiten beziiglich der Verteilung von II(.J) liefert
die Ungleichung

(10.5) E¢(c.]|S;—ES;|) < E¢((1+c)llSs—S7l)-
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Kombiniert man nun (10.3), (10.4) mit ¢ = 1 4+ ¢, < 4 und (10.5), dann folgt die behauptete
Ungleichung. O

Nun kann man die Argumente des Beweises von Satz 6.8 auf die Prozesse .5,, iibertragen:

Satz 10.5. Der Erwartungswert von ||S,, — IE S, || konvergiert gegen Null, falls fiir eine Nullfolge
(0n)n, folgende zwei Bedingungen erfiillt sind:

1 < 1<
(10.6) B > llénill =0(1)  und L > {6l > 6nHlnisll = o(1);

i,j=1 4,j=1

(10.7) log N(u, T, pn) = 0p(6,") fiir beliebige u > 0,

wobei pn (s, 1) := pn (5,1 | ($nimi(s))iey)-

Auch der allgemeine funktionale Zentrale Grenzwertsatz, Lemma 9.8 und Satz 9.10, kénnen auf
Sn — IE S, iibertragen werden. Allerdings kann man die endlichdimensionalen Randverteilungen
von S, — IE.S,, nicht mehr mit dem Lindebergschen Zentralen Grenzwertsatz behandeln. Der
Einfachheit halber formulieren und beweisen wir nur einen einfachen Spezialfall. Allgemeinere
Resultate findet man in Diimbgen (1994).

Satz 10.6. Sei F eine Familie von Funktionen auf einem messbaren Raum X mit messbarer
Einhiillender F' := sup ¢ r | f|. Ferner sei ¢n;;(f) = cnf(wni;) mit festen Punkten x,,;; € X' und

einer Konstanten c,, > 0. Angenommen, folgende vier Bedingungen sind erfiillt:

1 n
(10-8) E Z ciF(a:mj)2 = O(l),
i,7=1
1 n
(10.9) =" 1 F(wnij)® > ubcaF(ani;)? = o(1) fiir beliebige u > 0;
n
ij=1

1
(10.10) / Viog N(u?, F)du < oo;
0

(10.11) |Cov(S,) — K||zxFr — O fiir eine feste Funktion K auf F x F.

Dann ist F prakompakt beziiglich der Pseudometrik

p(f.9) = VE(f, f)+K(g,9) —2K(f,9),

und S,, — IE S,, konvergiert in Verteilung im Raum (., (F) gegen einen zentrierten GauBBprozess

W mit Kovarianzfunktion K und gleichmiBig stetigen Pfaden beziiglich p.
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Satz 10.2 ist ein Spezialfall von Satz 10.6. Allgemein sei D eine VC-Klasse von messbaren Teil-
mengen eines messbaren Raumes X', seien 2,1, 2n2, - . . , Z2nn feste Punkte in X', und sei (a,, ), eine
Folge von Vektoren wie in Satz 10.2. Fiir die empirische Verteilung P, := n~! >0, undein
Wahrscheinlichkeitsmal3 P auf X gelte:
sup |P,(DNE)—P(DNE) — 0.
D,E€D

Definiert man ¢,,;;(D) := 1{zn; € D}an; = fp(2nij) mit p;; = (2pi, anj) und fp(z,a) :=
1{z € D}a, dann konvergiert S,, — IE S, in Verteilung im Raum /(D) gegen eine P-Briicke auf
D.

Beweis von Satz 10.6. Dass die endlichdimensionalen Randverteilungen von S,, — IE .S,, gegen
die entsprechenden Randverteilungen eines zentrierten GauBprozesses mit Kovarianzfunktion K
konvergieren, folgt aus (10.8-10.9), (10.11) und Satz 10.7 unten.

Die stochastische Gleichstetigkeit von (.S, — IE S,,),, beziiglich p kann man wie folgt nachweisen:
Zunichst weisen wir darauf hin, dass

n

1
;(Gén)nm(i) = Sn—ﬁ<<1>n,1> = S, —ES,.

(Letztere Gleichung ist nur richtig im Falle von festen Funktionen ¢,,;;!) Daher ersetzen wir von

nun an ¢y;;(f) = cp f(2ni;) durch

buis(1) = (G0()sg = [ s i

mit dem Maf
1 « 1 « 1
Mpij = Cn (5337”',7' + n Z 050 T n Z 5wnkj + ) Z 5:vnu)
=1 k=1

und einer Funktion hy;; : X — [—1,1]. Es ist ||¢ni;||> < mp(F)?, und man kann zeigen,

dass Bedingungen (10.8-10.9) erfiillt bleiben, wenn man F'(x,,;;) durch my;;(F') ersetzt; siche
Aufgabe 9.5. Der Vorteil dieser Substitution liegt darin, dass fiir die Pseudometriken p, 2( f, g) :=

pa(F,9] (Buini)i) und pua(f, ) = /E pmalFs 9 it
pn2(f,g9) = \/Var[Su(f) — Su(9)],

und nach (10.11) ist

(10.12) 1025 = Pllrer = o1).

Nach dem Symmetrisierungslemma 10.4 ist

Ew(Sy ~ ES,,6) < SEw(S3.6) < 8+ 164/ B(||S3)|2) P(w(52.) > ¢)
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fiir beliebige ¢ > 0. Folglich geniigt es zu zeigen, dass

E([S2)1?) = O(1) und w(S2,8) —, 0 firn — oo, | 0.
Gegeben II hat der Prozess S;, subgaulsche Zuwéchse beziiglich py, 2, und mit
n
M, = 2men(z‘)(F) My i T1(3)
i=1
ist pn,2(f,9)* < pyy (f,9). Also ist

3 é
/ \/logN(u,F,pAmg)du < \/Mn(FH—l/ Vlog N (u2, F) du
0 0

fiir & > 0; siche auch Anmerkung 9.9. Wir nehmen ohne Einschridnkung an, dass 0 € F. Wegen

y? < exp(y?) — 1 = 1, (y) folgt dann aus Korollar 9.5, dass
. 1 2
C2 (Mo (F) + 1)(/ VIog N (w2, F) du) ,
0
. 9 2
E(w(S9,0 | pn2)? |[I) < C*(Mu(F) + 1)(/ Vlog N (u2, F) du) :
0

Also ist IE(]|S2||2) = O(1 + IE M, (F)) = O(1), und IEw(S2, | pn2)> — 0 fiir n — oo und

¢ | 0. Doch dhnlich wie im Beweis von Lemma 9.8 kann man aus Satz 10.5 ableiten, dass

(1851 1)

IN

E|p7o— pasllrxr < AE|S, —ES,|rxr — 0,
wobei §nij(f,9) 1= bnij (f)énij(g) und Sy, := 31 by imi(s)- Denn
Gnijllzsxr = llonisll> < M (F)?,

und die zufillige Pseudometrik p,, ( e (q;mn(i))i) erfiillt die Ungleichung

pn((£,9), (F,9) | (Dnimiy)i) < (pyz, (£, ) + oy, (9:9)) /2,

also

N (u, F 5 F puey- | (Gnima)i)) < N<M7”EF)7]:>2 = 0,(1). -

Satz 10.7 (Hoeffding 1951). Fiirn > 2 sei Ay, = (anij)i; € R™*", so dass gilt:

n

1 1
214,12 = 01 d — 1{a? 2. = o(1) fiir beliebi 0;
n| | (1) un nz {as;; > u}a o(1) fiir beliebige u > 0;

nij nij
,j=1

1
—|GA,|? = o2
n

Dann konvergiert £(3_"; a,;11(;)) schwach gegen N'(0,0?). O
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{i <n/2} —1{i >n/2} 1{i <n/10} — 1{i > n/10}/9
Ap; = Ap; =
vn n/9

0| @
= =
0| ©
o o

= =
o o

0 0

Q@ <
= 24
| |

00 02 04 06 08 10 0.0 02 0.4 056 0.8 1.0

| @
= =
0| @
o o

= o |
o o

0 0

S S
= 24
| |

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Abbildung 10.1: Realisationen von By, (- | ay,) fiir n = 200 (oben) und n = 2000 (unten).
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10.1 Aufgaben

Aufgabe 10.1. Beweisen Sie Lemma 10.3.
Aufgabe 10.2. Sei (ay,),, eine Folge wie in Satz 10.2, und fiir ¢ € [0, 1] sei

gﬁm‘j(t) = \/Zl{l S knt}anj

mit einer Folge von Zahlen k,, > 0, so dass
kn
kn, — oo aber — — 0.
n

Zeigen Sie, dass (S, — IE S,,),, in Verteilung konvergiert.
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Kapitel 11

Weitere statistische Anwendungen

11.1 Maximum-Likelihood-Schéitzer

In diesem Abschnitt beschreiben wir Anwendungen, welche auf S.A. van de Geer (1993, 2000)
zuriickgehen. Seien X1, X», ..., X, stochastisch unabhiingige Zufallsvariablen mit Verteilung P
auf X'. Wir nehmen an, dass P(dx) = f.(z)u(dx) fiir ein o-endliches Maf p auf X, und f, sei
eine unbekannte Wahrscheinlichkeitsdichte beziiglich pu, die zu einer gegebenen Famile F solcher

Funktionen gehort.

Eine Dichtefunktion f € F heiBit Maximum-Likelihood-Schitzer von f,, falls

f € argmaleogf(Xi)

fer 4
= argmax/logfd]sn.
feF

Um zu beweisen, dass f konsistent ist, bendtigen wir einen geeigneten Abstand zwischen f und

f«. Hier sind zwei von vielen Moglichkeiten:

o Test-Distanz (Totalvariation).

T(f,g9) = 2_1/!f—g|du

= 1—Tg§§¢(/¢fdﬂ+/(1—¢)gdu>-

Anmerkung: Fiir einen Test ¢ : X — [0, 1] von {f} versus {g} sind [ ¢f dp und [(1 — ¢)gdu
die Wahrscheinlichkeiten fiir einen Fehler der ersten bzw. zweiten Art.

e Hellinger-Abstand.

H(f,g) = \/2—1/(]61/2_91/2)2 du

= \/1—/(fg)1/2du-
1

59
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Zwischen der Test-Distanz und dem Hellinger-Abstand besteht ein enger Zusammenhang, wie das

folgende Lemma zeigt.

Lemma 11.1 (L. LeCam).

Beweis von Lemma 11.1. Zum einen ist
H(f,9)* < 21/‘f1/2_91/2’ <f1/2+g1/2> dy

= 2_1/\f—g| dp
T(f,g)

Andererseits folgt aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung, dass

T(9) = 27 [[172 2] (#1724 9%) d
\/2—1/(f1/2—gl/2)2 d'u\/Q_l/(fl/2+gl/2)2d
= H(f9) \/1+/ f9)'/? dp

= H(f.9)V2~H{f,9) .

IN

Oftmals kann man mit Hilfe der folgenden Ungleichungen und eines uniformen Gesetzes der
grofen Zahlen nachweisen, dass der Maximum-Likelihood-Schitzer f konsistent beziiglich des

Hellinger-Abstandes ist.
Lemma 11.2 (S. van de Geer 1993). Fiir beliebige Familien F ist

2 o /\/Zd(ﬁn—P) < ?22/\/2‘“?"_13)‘

Im Falle einer konvexen Familie F ist

H(f, f.)? < 2/ fQifd(lf’n—P) < 2?22/ ff—{f

Beweis von Lemma 11.2. Nach Definition von f ist

0< 27! (/logfdﬁ’n—/logf*dpn> = /log\/ZdPn.
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Wegen log(z) < z — 1 ist die rechte Seite kleiner oder gleich

JfF-9% - Jf-nf -9
_ /\/Zd(ﬁn—P)—i—/(\/Z—l)f*dﬂ
_ /\/Zd(Pn -P)- (1= [ dn)
_ / \/Zd(PnP)H(f,ff-

Im Falle einer konvexen Familie F folgt aus der Konkavitit von f — [ log f dP,, dass
21 (/logfdf’n — /log<f* ;— f) dpn>

/Vﬁﬁfﬂmm/(lﬁﬁ})ﬂw'
=S

/ (f +9)'/? = (29)"/?
(f +9)1/?

o
IN

Doch

fdu
/ f—g
(f +9)2((F +9) + (29)2)
_ P22+ g1/?) 1/2/¢1/2  1/2
- [ o e e
und man kann leicht nachweisen, dass
S22+ g'2) { < 1/2 falls f <g,
(F+9)' 2 ((F+ 92+ 2g2) L2 1/2 RIST 29

fdu

Folglich ist

]2 Y Y N S

11.2 Zensierte Daten

In vielen Anwendungsbereichen wie Medizin oder Qualitidtskontrolle muss man “zensierte” Daten
analysieren. Man interessiert sich fiir die Verteilung von “Uberlebenszeiten”. Genauer gesagt, sei-

en X1, Xn2, ..., Xy, unabhingige Zufallsvariablen mit unbekannter Verteilung F,, auf [0, co].



162 KAPITEL 11. WEITERE STATISTISCHE ANWENDUNGEN

Mit F}, bezeichnen wir auch die Verteilungsfunktion

Fn<t) = ]P(an > t);

aus dem Zusammenhang wird klar, welche Interpretation von F,, gemeint ist. (In der Uberlebens-
zeitanalyse ist es iiblich, “>" oder “>" anstelle von “<” zu verwenden.) Nun betrachten wir feste
Zahlen ¢y, Cp2, - . ., Cpy aus [0, 00], sogenannte Zensierungszeitpunkte. Anstelle von X,,; beob-

achtet man nur

Yi = XniANcy; und Ay, = 1{Xm' §cm}

Beispiel 11.3. In medizinischen Anwendungen beschreibt X,,; oftmals die Uberlebenszeit des i-
ten Patienten nach einer bestimmten Operation, oder es ist die Zeit bis zum Auftreten von Absto-
Bungsreaktionen nach einer bestimmten Transplantation. Fiir Zensierung gibt es unterschiedliche
Griinde. Beispielsweise konnte es sein, dass der i-te Patient nach einer Zeit c,,; todlich verungliickt,
oder dass er in eine andere Stadt umzieht und vor Ort nicht weiter untersucht wird. Wenn das Er-
eignis, welches durch X,,; beschrieben wird bis dahin noch nicht eintrat, dann weifls man eben nur,
dass X,,; > cp;.

Beispiel 11.4. In der Qualititskontrolle beschreibe X,,; die Lebensdauer eines bestimmten Gera-
tes. Im einfachsten Falle ist ¢,,; die Zeit, vor welcher das i-te Gerit in Betrieb genommen wurde,
und somit bekannt. Falls aber das Gerit schon frither aus dem Betrieb genommen wurde, obwohl
es noch funktionierte, mufl man mit einer anderen Zensierungszeit arbeiten. Sobald unvorherseh-
bare Zensierungsmechanismen auftreten konnen, muss man die c,; als im allgemeinen unbekannt
behandeln!

Anmerkung 11.5. In vielen Arbeiten werden die Zensierungszeiten c,; als Zufallsvariablen mo-
delliert, wobei (X p;)i<n und (cn;)i<p stochastisch unabhingig sind. Durch Bedingen auf (cy;)i<p

kann man aber dieses Modell auf den hier betrachteten Fall fester Zensierungszeiten zuriickfiihren.

Die Frage ist nun, inwieweit man F}, schitzen kann. Dazu betrachten wir die empirischen Vertei-

lung(sfunktion)en

1 & 1 ¢

H, = —Zdym. und H,(t) = —Zl{Ym‘ > t},
i s
1 n

HY = *ZAm‘(stv
s
1 & RS

Cp = =3 &, und Cu(t) = =Y eo >t}
n n

i=1 i=1

Die beiden ersteren sind tatsichlich Funktionen der vorhandenen Daten, wohingegen C), im all-
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gemeinen unbekannt ist. Mit H,, := IE H,, und H> =T ﬁnA ist

(1L.1) Hy(t) = iil{cnizt}mxmzw = Cu()Fu(t),
=1

HX(B) = %ZIP(XMSCM,XMGB) = /Cn(x)Fn(da:).
i=1 B

Betrachtet man diese Formeln genauer, dann erkennt man, dass

# 2 (dw) = L L T 00| : T
/BHn(m)Hn(d) /BFn(x)Fn(d) fallsBC{ € [0,00] : Cp( )>0}_

Tatséchlich handelt es sich bei dem MaB A, mit A,,(dz) := F,(x)~!F,(dx) um das sogenannte
Hazard-MaB der Verteilung F;,. Noch geldufiger ist der Ausdruck “kumulative Hazard-Funktion”
fiir die entsprechende Verteilungsfunktion

An(t) = /l{l%é)t}Fn(d:n).

Jede Verteilung auf [0, oo] wird durch ihre kumulative Hazardfunktion eindeutig festgelegt. Wir

demonstrieren dies nur im Falle einer stetigen Verteilung F},. Dann ist nimlich

An(t) = /1 Lau = Z1og Fut).

F(t) ¥
Hat F), eine Lebesgue-Dichte f,, so nennt man die Lebesgue-Dichte \,, := f,/F, von A, die
Hazard-Rate oder Hazard-Funktion von F;,. Im Falle einer stetigen Dichte f;, ist

A(t) = hg; e 'IP(Xp <t+e| X > ).
€

Ein naheliegender Schitzer fiir A,,(¢) ist der Nelson-Schitzer

ni® =1 n\ini

Der folgende Satz gibt Aufschluss iiber seine asymptotischen Eigenschaften.

Satz 11.6 (Bresley und Crowley 1974). Angenommen, (F,,), und (C,,), konvergieren schwach
gegen Verteilung(sfunktion)en F' beziehungsweise C. Ferner sei F' stetig, und fiir eine feste Zahl
T > 0sei F(T) := F[T,o0] > 0, C(T+) := C]T,00[ > 0. Dann konvergiert (\/ﬁ(An —
A")(t))te[o,T] in Verteilung im Raum ([0, T] gegen einen Prozess W o I'. Dabei ist W eine
Brownsche Bewegung auf [0, oo[, und

Hz <t}
I'(t) .= ———— F(dx).
Beweis von Satz 11.6. Der Beweis ist dhnlich zu dem von Breslow und Crowley (1974). Ein an-

derer Zugang iiber Punktprozesse und Martingale wird von Andersen et al. (1993) dargestellt.
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Zunichst schreiben wir

An(t) _ / Hz <t} f[nA(daC) . / Ha < t}(ﬁn — H,)(z) fIA(da:)

]yn(x) I?n(x)lfn(x) "
_ (Mot} g,y [ Mo Sy - Ho)(@) ga
— / . H, (dx) / H,(1)? HA(dz) 4+ Ry (1),

wobei

[ Me <UL - H)@P s
Rpi(t) = / H, (2) Hy(2)? Hy (dz).

1. Schritt: Nun untersuchen wir den Prozess Z, := \/n(H, — H,). Ohne Einschrinkung der

Allgemeinheit nehmen wir an, dass ¢,,; > ¢p2 = -+ > Cpp. Dann ist

Zo(t) = \/152(1{% > 41Xy > 1} — Cult)Fa(t))
i=1
_ \} Y Hew > 6} (X > 1} — Ful(t)

—

= —= > (UXuzt)-F()
\F <nChn(t)

t, Cn(t))

/\
s

= Z
mit dem Kiefer-Miiller-Prozess

Zn(t,v) :—fz WXy >t} = Fu(t)),  (t,v) €[0,00] x [0,1].

1<nv

Mithilfe von Satz 9.10 kann man zeigen, dass der Prozess 7, in Verteilung im Raum /o ([0, oo] X

[0, 1]) gegen einen zentrierten GauBprozess Z mit stetigen Pfaden konvergiert. Folglich ist

| = Op(l).

Hieraus folgt, zusammen mit lim inf,,_,~, H,(T") > 0, dass

1ZalI) oy /7 1
1Bllon < Fm n<T>[O’ ! 5 = op(g).

2. Schritt: Nun werden wir zeigen, dass

o < O~ H)@) sa, [ He < (Ha— H) (@)
/ H,y(1)? Hi(dr) = / H,(x)?2

H2(dz) + Ra(t)

mit || Rnz2|ljo1) = 0,(n~1/2). Zunichst kann man mithilfe von Satz 6.8 leicht nachweisen, dass

e < 00(®) fa _ yavam| —
o | [ | = )
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fiir beliebige messbare Funktionen g, auf [0, co], falls ||gn[[jp,.c] = O(1). Dies wollen wir ei-
gentlich auf Z,, anwenden, aber diese Funktion ist zuféllig. Doch wegen der Separabilitiit von
(C(T), |l - lI7), wobei T := [0, 00] x [0,1], gibt es zu jedem € > 0 eine endliche Teilmenge G(¢)
von C(T), so dass gilt:
IP(min 7 — Ze)ﬁe.
min 17 g7

Mit
Gn(e) = {[t > g(t,Ca(t)] 1 g € G(e)}

ist dann #G,,(¢) < #G(e), und aus dem Portmanteau-Theorem folgt, dass

lim sup ]P(gégir(le) 1Zn — 9llj0,00) = e) < e

n—oo

Also konnen wir schreiben:

sup | [ HEZISE 1 1))

te[0,T]
p N < .
= mmgegnlglin)Q ol ]+te[o,TS}gIégn(e) 1{22(’;})%(9”) (H = Hy')(de)
2 mingegngi L!TZ;;— 9l [0,00] Top(1)
< o o)

mit asymptotischer Wahrscheinlichkeit mindestens 1 — €. Da € > 0 beliebig klein sein kann, folgt

hieraus die Behauptung des zweiten Schrittes.

Letzter Schritt: Wir wissen nun, dass

(An — An)(2)
/ W 2 (da) — / W H2 (d) + Rus(t)
1 /ALY, < Hz <t}l{z <Y,;
_ n;(f{i(yﬂ?t} _/ { <gn({x)2< }HnA(da:)) + Ros(t),

wobei || Rpsljo,1] = 0p(n~'/2). Mit anderen Worten,

Vi = An)(t) = 6nil0, ] + VnRns(t)
i=1
mit den zufilligen signierten Maflen

6ulB) = (i e ) - [ HEE0 b))
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auf [0, T']. Eine lidngere, aber elementare Rechnung zeigt, dass

E¢nz(3) = 0,
T < Cpi < o 21)2
IE ¢i(B)6ni(B) = 1/ Hosond gy Loy~ Mo Scudfaieh?

n Jpng Hn(z)? n s H,(x)?F,(z)

Zusammen mit (11.1) folgt hieraus, dass

Cov (D 0uil0.s], 3" 0uil0.1]) = D" E6uf0, sl6nil0,
i=1 i=1

i=1

T Ty e
N /[0’5/\15] H,(x)F,(x) Fr(dz) xe%;/\t] H,(x)F,(x)?

1
—> F S,t ::/ -
( ) [0,min(s,t)] C(.’L’)F({E)2

gleichmiBig in s, ¢ € [0, T']. Ferner gilt fiir das TotalvariationsmaB |¢y,;| von ¢,;:

F(dx)

4 1
100,702 < ———— = 0(+).
Aus Satz 9.10 folgt somit, dass (7, ¢"i[0’t])te[
einen zentrierten GauBBprozess W mit Kovarianzfunktion I und gleichmifBig stetigen Pfaden be-
ziiglich p(s, t) := \/T(s, s) + T'(¢,t) — 2L (s, t) konvergiert. O

0.1] in Verteilung im Raum /[0, 7] gegen

11.3 Aufgaben

Aufgabe 11.1. Man nehme an, dass alle Zensierungszeiten c,; bekannt sind. Ein naheliegender
Schitzer fiir F,(t) ist dann

F,(t) = firt e T), := [O, max cm-].

Berechnen Sie die Kovarianzfunktion dieses Schitzers. Formulieren und beweisen Sie einen Zen-
tralen Grenzwertsatz fiir (Fn(t))te[o,T] unter geeigneten Annahmen an die Folgen (C,,), und
(Fn)n-

Aufgabe 11.2. Unter der Annahme, dass F,, stetig ist, beschreibe man einen Bootstrap-Schétzer

fiir die Verteilung von (/7 (A, — A”)(t))te[o T

Hinweis: Man muss sich iieberlegen, wie man £}, und C,, konsistent (auf [0, T]) schiitzen kann.
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A.2 Notation

Kapitel 1:
B, =n"1 >, dx, mit unabhingigen Zufallsvariablen X; € X’ mit Verteilung P

So(f) :=cn >oiey f(2yi)Y; mit festen Punkten x,,; € X’ und unabhingigen, identisch verteilten
Zufallsvariablen Y;

Zp =Y " | ¢n; mit unabhingigen Prozessen ¢,; auf T
[#]] = [|@]l7 := supser | (t)]
Kapitel 3:
Fu(t) :==n"" 0, H{X; < t}
Gn(v) :=n~1 32" 1{U; < v} fiir unabhingige, uniform auf [0, 1] verteilte Zufallsvariablen U;
Z9 :=>"" | &p; mit einer von (¢p;); unabhingigen Rademacherfolge (&;);.

n

Kapitel 6:
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N(e, T,p):=inf{#7,: T, C Tund p(t, T;) < efiirallet € T}

D(e,T,p) :=sup{#7,: T, C T und p(s,t) > e fiir verschiedene s,t € T }

pr(s,t) =320 |dni(s) — dni(t)]

m(f.9) = [1f —gldM

N(e, F) := max{N(e M(F),F,par) : M ein MaB auf X } mit F := sup;cr | f]|
Kapitel 7:

w(x,0) = w(@, 0| p) 1= supg te7p(s 1) <5 |2(s) — (1)

Cu(T) = Cu(T | p) = {z € R7 :limgyow(z,d) = 0}.

Pra(s,1) = (T [oni(s) — dui()?)?

pna(s,t) = (B (pnals,t)?))"



