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5.2 Vapnik-Červonenkis-Theorie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
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Kapitel 1

Einführung

Die Theorie der empirischen Prozesse verbindet Resultate und Techniken aus der Wahrscheinlich-
keitstheorie, insbesondere für Gaußsche Prozesse und Zufallselemente mit Werten in Banachräum-
en, mit Fragestellungen der nichtparametrischen Statistik. In diesem Kapitel wollen wir zwei wich-
tige Klassen von Prozessen vorstellen und den abstrakten Rahmen einführen, in welchem wir diese
Prozesse behandeln werden.

1.1 Empirische Prozesse

Seien X1, X2, . . . , Xn stochastisch unabhängige, identisch verteilte Zufallsvariablen mit Werten
in einem messbaren Raum (X ,B) und Verteilung P . Ein Schätzer für P ist die empirische Vertei-
lung

P̂n :=
1

n

n∑
i=1

δXi .

Dabei bezeichnet δx das Dirac-Maß im Punkt x. Für eine messbare Menge D ⊂ X ist also

P̂n(D) =
1

n

n∑
i=1

1{Xi ∈ D}

ein Schätzer für P (D), und für eine bezüglich P integrierbare Funktion f : X → R ist

P̂n(f) :=

∫
f dP̂n =

1

n

n∑
i=1

f(Xi)

ein Schätzer für das Integral

P (f) :=

∫
f dP.

Die Frage ist nun, wie präzise dieser Schätzer P̂n ist.

7
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Konsistenz. Bekanntlich gilt für jede feste Funktion f aus L1(P ), der Menge aller bezüglich P
integrierbaren Funktionen:

IE
∣∣P̂n(f)− P (f)

∣∣ → 0 und P̂n(f) → P (f) fast sicher

nach dem schwachen bzw. starken Gesetz der großen Zahlen. Sofern nichts anderes gesagt wird,
beziehen sich asymptotische Aussagen immer auf den Fall, dass n→∞.

Aber viele statistische Verfahren basieren auf P̂n(f) für unendlich viele Funktionen f , und die
punktweise Konvergenz ist nicht ausreichend. Sei daher F eine Familie von Funktionen f ∈
L1(P ). Eine der zentralen Fragen, mit denen wir uns beschäftigen werden, ist: Unter welchen
Voraussetzungen an P und F gilt:

‖P̂n − P‖F := sup
f∈F

∣∣P̂n(f)− P (f)
∣∣ → 0

im Mittel bzw. fast sicher? Da man Mengen mit ihren Indikatorfunktionen identifizieren kann,
formulieren wir viele Resultate für Funktionenfamilien, was den Spezialfall von Mengenfamilien
beinhaltet.

Beispiel 1.1 (Data-Mining). Angenommen eine Handelskette möchte ihre “typischen Kunden”
genauer untersuchen und beschreiben. Zu diesem Zweck werden die Kassenzettel von n Kun-
den ausgewertet. Für den i–ten Kunden enthalte Xi = (Xi(j))

q
j=1 seine absoluten oder relativen

Ausgaben für Produkte aus q verschiedenen Kategorien. Nun betrachtet man alle möglichen Kom-
binationen der q Variablen. Genauer gesagt, berechnet man P̂n(D) für verschiedenste Rechtecke

D = D1 ×D2 × · · · ×Dq

in [0,∞)q; das heißt,D1, D2, . . . , Dq sind Intervalle in [0,∞). Zum Beispiel ist der relative Anteil
von Kunden, welche höchstens den Betrag a für Waren aus Kategorie 1 und 2 aber nichts in
Kategorie 3 ausgaben, gleich P̂n(D) mit D = [0, a]× [0, a]× {0} × [0,∞)q−3.

Nun betrachten wir die n untersuchten Kunden als zufällige Stichprobe aus der Population aller
Kunden, und P sei die Verteilung aller Kundenprofile in [0,∞)q. Dann stellt sich die Frage, wie
groß die maximale Abweichung ‖P̂n − P‖D ist, wenn D die Familie aller Rechtecke in [0,∞)q

ist.

Beispiel 1.2 (Projection Pursuit). Sei X = Rq mit q >> 2. Um den hochdimensionalen Daten-
satz (Xi)

n
i=1 zu analysieren, betrachtet man mitunter Scatterplots von beliebig vielen Projektionen

auf den R2, wobei die Daten möglicherweise erst noch affin linear transformiert werden. Folg-
lich betrachten wir für diverse Paare (v, w) von linear unabhängigen Vektoren v, w ∈ Rq einen
Scatterplot der Punkte (v>Xi, w

>Xi) ∈ R × R. Wenn nun für ein bestimmtes Paar (v, w) eine
interessante Struktur sichtbar ist, zum Beispiel zwei deutlich getrennte Punktwolken, dann fragt
man sich natürlich, ob diese real ist oder ein Artefakt aufgrund von Stichprobenfehlern. Hierzu
könnte man ‖P̂n − P‖D analysieren, wobei D aus allen Mengen der Form{

x ∈ Rq : (v>x,w>x) ∈ B
}

mit Vektoren v, w ∈ Rq und einem Rechteck B ⊂ R× R besteht.
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Asymptotische Normalität. Für jede Funktion f aus L2(P ), dem Raum aller bezüglich P qua-
dratintegrierbaren Funktionen, folgt aus dem Zentralen Grenzwertsatz, dass

L
(√
n(P̂n − P )(f)

)
→w N

(
0, P (f2)− P (f)2

)
.

Dabei steht ‘→w’ für schwache Konvergenz (siehe auch Kapitel 7), und N (µ, σ2) ist die Nor-
malverteilung mit Mittelwert µ und Varianz σ2. Eine naheliegende Frage ist nun, unter welchen
Voraussetzungen an P und eine Familie F ⊂ L2(P ) ein Wahrscheinlichkeitsmaß L existiert, so
dass

L
(√
n‖P̂n − P‖F

)
→w L ?

Wenn ja, wie kann man L charakterisieren? Gilt eine analoge Aussage für andere Funktionale von
√
n(P̂n − P ) wie beispielsweise

n

∫
(P̂n − P )(f)2M(df)

mit einem gegebenem Maß M auf F ?

Beispiel 1.3 (Goodness-of-Fit-Tests). Um die Nullhypothese, dass P = Po, versus die Alter-
nativhypothese, dass P 6= Po, zu testen, kann man für eine hinreichend große Familie F von
Funktionen die Testgröße T :=

√
n‖P̂n − Po‖F oder T := n

∫
(P̂n − Po)(f)2M(df) berechnen.

Dabei istM ein gewisses Maß auf der MengeF . Die Frage ist dann, ob T im Falle von P = Po ei-
ne Grenzverteilung hat, und wie man deren Quantile bestimmen kann. Ferner möchte man wissen,
wie sich T im Falle von P 6= Po verhält.

Bezeichnung. Stochastische Prozesse (d.h. zufällige Funktionen) wie
(
P̂n(f)

)
f∈F oder die zen-

trierte Variante
(
(P̂n−P )(f)

)
f∈F oder die standardisierte Variante

(√
n(P̂n−P )(f)

)
f∈F nennt

man empirische Prozesse indiziert durch die Funktionenklasse F . Ein wichtiger Spezialfall sind
mengenindizierte empirische Prozesse

(
P̂n(D)

)
D∈D, wobei D eine Familie messbarer Teilmen-

gen von X ist.

1.2 Partialsummenprozesse

Eine zweite wichtige Klasse von stochastischen Prozessen sind Partialsummenprozesse. Dabei
betrachtet man feste Punkte xn1, xn2, . . . , xnn ∈ X und unabhängige, identisch verteilte Zufalls-
variablen Yn1, Yn2, . . . , Ynn ∈ R mit Erwartungswerten µn1, µn2, . . . , µnn. Für eine Familie F
von Funktionen auf X sei dann Ŝn =

(
Ŝn(f)

)
f∈F definiert durch

Ŝn(f) := cn

n∑
i=1

f(xni)Yni

mit einer Normierungskonstanten cn > 0. Die Frage ist nun, wie sehr sich Ŝn und IE Ŝn unter-
scheiden.



10 KAPITEL 1. EINFÜHRUNG

Beispiel 1.4 (Bildverarbeitung). Die xni seien Punkte auf einem regelmäßigen Gitter im R2, und

Yni = β(xni) + εni,

wobei β : R2 → R eine unbekannte Bildfunktion ist, und εn1, εn2, . . . , εnn sind unabhängige
Zufallsvariablen (Rauschen) mit Mittelwert Null.

Um das Rauschen zu eliminieren oder bestimmte Eigenschaften der Bildfunktion β zu extrahieren,
wendet man oft einen linearen Filter an. Das heißt, man berechnet für eine gewisse Filterfunktion
F : R2 → R und verschiedene Punkte t ∈ R2 Summen der Form

cn

n∑
i=1

F (xni − t)Yni.

Je nach Gestalt von F schätzt man mit dieser Summe zum Beispiel den Wert von β oder eine ihrer
Ableitungen an der Stelle t.

1.3 Abstrakter Rahmen

Man kann sowohl empirische Prozesse als auch Partialsummenprozesse in einen abstrakten Rah-
men einbetten. Hierzu seien φn1, φn2, . . . , φnn unabhängige stochastische Prozesse auf einer be-
liebigen Indexmenge T . Dann betrachten wir den stochastischen Prozess

Zn :=
n∑
i=1

φni

auf T . Die in Abschnitt 1.1 gestellten Fragen lauten nun:

Uniforme Konsistenz? Unter welchen Voraussetzungen konvergiert ‖Zn−IEZn‖ im Mittel oder
in Wahrscheinlichkeit gegen Null?

Dabei ist IEZn =
(
IEZn(t)

)
t∈T der punktweise Erwartungswert von Zn, und für eine Funktion

x : T → R setzen wir ‖x‖ = ‖x‖T := supt∈T |x(t)|.

Grenzverteilungen? Unter welchen Voraussetzungen konvergiert die Verteilung eines gegebenen
Funktionals H(Zn) schwach gegen ein Wahrscheinlichkeitsmaß? Wie kann man diese Grenzver-
teilung charakterisieren?

In den Abschnitten 1.1 bzw. 1.2 ist T = F und

φni(f) :=
1

n
f(Xi) oder φni(f) :=

1√
n

(f(Xi)− P (f))

bzw.
φni(f) := cnf(xni)Yni.



Kapitel 2

Uniforme Konsistenz mittels
Approximationen

Bevor wir uns in dem abstrakten Rahmen aus Abschnitt 1.3 bewegen, behandeln wir in diesem
und dem nächsten Kapitel einige klassische Resultate für geschätzte Verteilungen.

Im Folgenden sei P ein festes Wahrscheinlichkeitsmaß auf einem messbaren Raum (X ,B), und
seien G und F Teilmengen von L1(P ). Ferner sei (P̂n)n irgendeine Folge von zufälligen Wahr-
scheinlichkeitsmaßen auf X , so dass

∫
h dP̂n für alle h ∈ G ∪ F eine reellwertige Zufallsvariable

ist.

Genau gesagt, betrachten wir einen Wahrscheinlichkeitsraum (Ωn,An, IPn) und eine Abbildung

Ωn × B 3 (ω,B) 7→ P̂n(B |ω),

so dass P̂n(· |ω) für jedes feste ω ∈ Ωn ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf (X ,B) darstellt, und wir
nehmen an, dass ω 7→

∫
h(x) P̂n(dx |ω) für jedes h ∈ G ∪ F eine reellwertige und messbare

Funktion definiert. Wie üblich unterschlagen wir aber das Argument ω und schreiben einfach∫
h dP̂n anstelle von

∫
h(x) P̂n(dx |ω) oder

∫
h dP̂n(· |ω).

Im Folgenden nehmen wir stets an, dass folgende Bedingung erfüllt ist:

(A) Für jedes feste g ∈ G gilt: ∫
g dP̂n →∗

∫
g dP.

Dabei steht “→∗” entweder für Konvergenz in Wahrscheinlichkeit oder für fast sichere Konver-
genz. Im letzteren Falle unterstellen wir, dass alle P̂n auf ein und demselben Wahrscheinlichkeits-
raum definiert sind.

Wenn beispielsweise P̂n = n−1
∑n

i=1 δXi mit unabhängigen, identisch verteilten Zufallsvariablen
X1, X2, X3, . . . mit Verteilung P , dann ist Bedingung (A) erfüllt mit G = L1(P ) und fast sicherer
Konvergenz.

11
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Die Frage ist nun, unter welchen Voraussetzungen an G und F aus Bedingung (A) folgt, dass

(2.1) ‖P̂n − P‖F →∗ 0.

Wir ignorieren hier die Frage der Messbarkeit von ‖P̂n − P‖F . In unseren Beweisen werden wir
‖P̂n − P‖F durch Zufallsvariablen Yn nach oben abschätzen, so dass Yn →∗ 0.

2.1 Bracketing

Der folgende Satz liefert ein einfaches, aber oft erfolgreiches Kriterium, um (2.1) nachzuweisen.
Dabei wird die Funktionenklasse F durch endliche Teilmengen von G approximiert.

Satz 2.1. Angenommen, zu jedem ε > 0 existieren m ∈ N und Funktionen g1, h1, g2, h2, . . . ,
gm, hm in G mit folgenden Eigenschaften:

• Für alle i ≤ m ist gi ≤ hi (punktweise) und P (hi − gi) ≤ ε;

• zu jedem f ∈ F existiert ein j ≤ m mit gj ≤ f ≤ hj .

Dann impliziert (A) auch (2.1).

Anmerkung 2.2. Die obigen Paare (gi, hi) sind sogenannte “Brackets” (Klammern), daher der
Name “Bracketing”.

Beweis von Satz 2.1. Für beliebiges festes ε > 0 und Funktionen g1, h1, g2, h2, . . . , gm, hm mit
den genannten Eigenschaften gilt: Ist f ∈ F mit gj ≤ f ≤ hj , so ist

(P̂n − P )(f) ≤ P̂n(hj)− P (gj) = (P̂n − P )(hj) + P (hj − gj) ≤ (P̂n − P )(hj) + ε,

(P̂n − P )(f) ≥ P̂n(gj)− P (hj) = (P̂n − P )(gj)− P (hj − gj) ≥ (P̂n − P )(gj)− ε.

Mit Gε := {g1, . . . , gm, h1, . . . , hm} ist folglich

‖P̂n − P‖F ≤ ‖P̂n − P‖Gε + ε →∗ ε.

Da ε > 0 beliebig klein ist, impliziert dies (2.1). Man kann nämlich auch schreiben

‖P̂n − P‖F ≤ Yn := inf
k∈N

(
‖P̂n − P‖G1/k + 1/k

)
,

und Yn →∗ 0.

Beispiel 2.3 (Satz von Glivenko-Cantelli für Verteilungsfunktionen). Es sei X = R und G ={
1(−∞,t] : −∞ < t < ∞

}
∪
{

1(−∞,t) : −∞ < t ≤ ∞
}

. Ferner sei F (t) := P ((−∞, t]) sowie
F̂n(t) := P̂n((−∞, t]) für t ∈ R. Dann folgt aus (A), dass

‖F̂n − F‖R →∗ 0.
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Beweis. Die Supremumsnorm ‖F̂n−F‖R ist gleich ‖P̂n−P‖F mit der Familie F :=
{

1(−∞,t] :

t ∈ R
}

. Für festes ε > 0 sei k := d1/εe und

tj := min
{
t ∈ R : F (t) ≥ j/k

}
(1 ≤ j < k).

Ferner seien t0 := −∞ und tk :=∞. Nun betrachten wir die m = 2k − 1 Brackets

(g2j−1, h2j−1) :=
(
1(−∞,tj−1], 1(−∞,tj)

)
(1 ≤ j ≤ k)

sowie
(g2j , h2j) :=

(
1(−∞,tj ], (−∞, tj ]

)
(1 ≤ j < k).

Dann ist P (h` − g`) ≤ ε für 1 ≤ ` ≤ m, und zu jeder Funktion f ∈ F existiert ein Index
` ∈ {1, . . . ,m} mit g` ≤ f ≤ h`.

Beispiel 2.4. Sei X = N, und sei G =
{

1{k} : k ∈ N
}

. Dann folgt aus (A), dass

‖P̂n − P‖P(N) →∗ 0,

wobei P(N) die Menge aller Teilmengen von N bezeichnet.

Beweis. Man kann sich leicht davon überzeugen, dass (A) auch für die größere Funktionenfamilie
Ḡ :=

{
1D : D ⊂ N, #D <∞ oder #Dc <∞

}
erfüllt ist, wobei Dc := N \D. Nun wählen wir

für festes ε > 0 eine natürliche Zahl no, so dass für So := {1, . . . , no} gilt:

P (Sco) ≤ ε.

Dann gilt für beliebige Mengen D ⊂ N:

1D∩So ≤ 1D ≤ 1(D∩So)∪Sco .

Dies führt zu m = 2no Brackets (1Do , 1Do∪Sco), Do ⊂ So, welche die (Un-)Gleichung

P (1Do∪Sco − 1Do) = P (Sco) ≤ ε

erfüllen.

2.2 Endlichdimensionale Approximationen

Ein etwas anderes aber ähnliches Kriterium wie Satz 2.1 liefert der folgende Satz:

Satz 2.5. Angenommen, für jedes ε > 0 existieren m ∈ N und Funktionen g1, g2, . . . , gm, h in G
mit folgenden Eigenschaften: P (h) ≤ ε, und für jedes f ∈ F existieren Zahlen λ1, λ2, . . . , λm ∈
[−1, 1] derart, dass ∣∣∣f − m∑

j=1

λjgj

∣∣∣ ≤ h.

Dann impliziert (A) auch (2.1).
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Beweis von Satz 2.5. Für festes ε > 0 seien g1, . . . , gm und h Funktionen mit den besagten Ei-
genschaften. Für f ∈ F und geeignete Zahlen λ1, . . . , λm ∈ [−1, 1] ist dann

∣∣(P̂n − P )(f)
∣∣ ≤ ∣∣∣(P̂n − P )

(
f −

m∑
j=1

λjgj

)∣∣∣+

m∑
j=1

|λj |
∣∣(P̂n − P )(gj)

∣∣
≤ (P̂n + P )(h) +

m∑
j=1

∣∣(P̂n − P )(gj)
∣∣

≤ 2ε+
∣∣(P̂n − P )(h)

∣∣+
m∑
j=1

∣∣(P̂n − P )(gj)
∣∣.

Mit Gε := {g1, . . . , gm, h} ist folglich

‖P̂n − P‖F ≤ 2ε+ (m+ 1)‖P̂n − P‖Gε →∗ 2ε.

Für ε ↓ 0 ergibt sich die Behauptung.

Beispiel 2.6 (Schwache Konvergenz und Bounded-Lipschitz-Distanz). Sei (X , d) ein metrischer
Raum. Im Folgenden betrachten wir die folgenden Teilmengen von RX :

C(X ) :=
{
f ∈ RX : f stetig

}
,

Cb(X ) :=
{
f ∈ C(X ) : ‖f‖X <∞

}
,

CLip(X ) :=
{
f ∈ RX : ‖f‖Lip <∞

}
,

Cb,Lip(X ) :=
{
f ∈ CLip(X ) : ‖f‖X <∞

}
mit der Seminorm

‖f‖Lip := sup
x,y∈X :x6=y

|f(x)− f(y)|
d(x, y)

.

Angenommen, (A) ist erfüllt mit G = Cb,Lip(X ). Dann ergibt sich aus den Aufgaben 2.2 und 2.3,
dass (A) auch mit G = Cb(X ) erfüllt ist.

Satz 2.7 (Bounded-Lipschitz-Distanz). Sei (X , d) ein separabler metrischer Raum, und sei

FBL :=
{
f ∈ RX : ‖f‖X ≤ 1, ‖f‖Lip ≤ 1

}
.

Aus Bedingung (A) mit G = Cb,Lip(X ) folgt, dass auch

‖P̂n − P‖FBL →∗ 0.

Beweis von Satz 2.7. Sei {xj : j ∈ N} eine dichte Teilmenge von X . Für ein festes δ > 0

definieren wir
hm,δ := max

j=1,...,m

(
1− d(·, xj)/δ

)+
, m ∈ N,

und h0,δ(·) := 0. Dann gilt für die Funktionen gj,δ := hj,δ − hj−1,δ, j ∈ N:

0 ≤ gj,δ ≤
(
1− d(·, xj)/δ

)+
,

m∑
j=1

gj,δ = hm,δ ↑ 1 (m→∞).
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Für eine beliebige Funktion f ∈ FBL und x ∈ X ist nun∣∣∣f(x)−
m∑
j=1

f(xj)gj,δ(x)
∣∣∣ ≤ ∣∣f(x)− f(x)hm,δ(x)

∣∣+

m∑
j=1

∣∣f(x)− f(xj)
∣∣gj,δ(x)

≤ 1− hm,δ(x) +
m∑
j=1

δgj,δ(x)

≤ 1− hm,δ(x) + δ.

Sei also ε > 0 beliebig vorgegeben. Setzen wir δ := ε/2 und wählen wir m ∈ N derart, dass
P (1− hm,δ) ≤ δ, dann erfüllen die Funktionen gj := gj,δ und h := 1− hm,δ + δ die in Satz 2.5
genannten Bedingungen, wobei λj := f(xj).

Korollar 2.8 (Topsoe). Es sei (X , d) ein separabler metrischer Raum, undD sei eine Familie von
Borelmengen D ⊂ X mit folgender Eigenschaft:

sup
A∈D∪Dc

P (Uε(A) \A) → 0 für ε ↓ 0.

Dabei ist Dc := {Dc : D ∈ D}, und Uε(A) bezeichnet die Menge aller x ∈ X mit d(x,A) :=

infy∈A d(x, y) < ε. Unter dieser Voraussetzung an P impliziert Bedingung (A) mit der Familie
G = Cb,Lip(X ), dass

‖P̂n − P‖D →∗ 0.

Beweis von Korollar 2.8. Für jede nichtleere Menge A ⊂ X ist d(·, A) lipschitzstetig mit Lip-
schitzkonstante 1. Für festes ε ∈ (0, 1] betrachten wir nun die Funktionenfamilie

Fε :=
{(

1− d(·, A)/ε
)+

: ∅ 6= A ⊂ X
}
.

Dann besteht Fε aus lipschitzstetigen Funktionen mit Lipschitzkonstante ε−1 und Wertebereich
[0, 1] ⊂ [−ε−1, ε−1]. Hieraus ergibt sich, dass

‖P̂n − P‖Fε ≤ ε−1‖P̂n − P‖FBL →∗ 0.

Andererseits gelten für eine beliebige Menge D ∈ D mit ∅ 6= D 6= X und die Funktionen

gε := 1−
(
1− d(·, Dc)/ε

)+
,

hε :=
(
1− d(·, D)/ε

)+
folgende Tatsachen:

0 ≤ gε ≤ 1D ≤ hε ≤ 1,

und
{hε − 1D > 0} ⊂ Uε(D) \D, {1D − gε > 0} ⊂ Uε(D

c) \Dc.

Folglich ist

‖P̂n − P‖D ≤ ε−1‖P̂n − P‖FBL + sup
A∈D∪Dc

P (Uε(A) \A) →∗ sup
A∈D∪Dc

P (Uε(A) \A).
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Nach Voraussetzung konvergiert die rechte Seite gegen 0 für ε ↓ 0, und hieraus ergibt sich die
Behauptung, dass ‖P̂n − P‖D →∗ 0.

Beispiel 2.9 (Satz von Glivenko-Cantelli für konvexe Mengen). Sei D die Menge aller konvexen
Borelmengen D ⊂ Rq. Falls

P (∂D) = 0 für alle D ∈ D,

kann man mit Hilfe von Blaschkes Auswahlsatz sogar zeigen, dass die Voraussetzung von Korol-
lar 2.8 erfüllt ist. Folglich impliziert dann Bedingung (A) mit G = Cb,Lip(X ), dass ‖P̂n−P‖D →∗
0.

Die Bedingung, dass P (∂D) = 0 für konvexen Borelmengen D ⊂ Rd, ist beispielsweise erfüllt,
wenn P eine Lebesgue-Dichtefunktion hat.

Wir geben noch ein einfaches Gegenbeispiel, welches zeigt, dass diese Bedingung an P und D
essentiell ist: Sei P die Gleichverteilung auf der (euklidischen) Einheitssphäre {x ∈ R2 : ‖x‖ =

1}, und sei P̂n = n−1
∑n

i=1 δXi mit stochastisch unabhängigen Zufallsvariablen X1, X2, X3, . . .

mit Verteilung P . Für die konvexe Hülle Dn von {X1, X2, . . . , Xn} gelten dann die Gleichungen

P̂n(Dn) = 1 und P (Dn) = 0,

also ‖P̂n − P‖D ≡ 1.

2.3 Aufgaben

Aufgabe 2.1. Seien X1, X2, X3, . . . stochastisch unabhängige Zufallsvariablen mit Verteilung P
auf N, und sei P̂n := n−1

∑n
i=1 δXi . Unter welcher Voraussetzung an P existiert eine Konstante

C(P ) <∞ derart, dass

IE ‖P̂n − P‖D ≤ C(P )n−1/2 für alle n ∈ N?

Vorschlag: Zeigen Sie zunächst, dass für zwei beliebige Wahrscheinlichkeitsverteilungen P,Q auf
N gilt:

‖Q− P‖D =
1

2

∑
k∈N

∣∣P ({k})−Q({k})
∣∣.

Aufgabe 2.2. Sei (X , d) ein metrischer Raum, und sei f ∈ RX , so dass f ≥ ho für eine Funktion
ho ∈ RX mit Lo := ‖ho‖Lip <∞.

(a) Zeigen Sie, dass

fL(x) := inf
y∈X

(
f(y) + Ld(x, y)

)
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für L ≥ Lo eine Funktion fL ∈ RX mit folgenden Eigenschaften definiert:

inf
z∈X

f(z) ≤ fL ≤ f,

fL ≥ ho,

fL ≥ h für jede Funktion h : X → R mit h ≤ f, ‖h‖Lip ≤ L,

‖fL‖Lip ≤ L.

(b) Zeigen Sie, dass für jedes x ∈ X gilt: fL(x) ist monoton wachsend in L, und

lim
L→∞

fL(x) = lim inf
y→x

f(y).

Aufgabe 2.3. Sei (X , d) ein metrischer Raum, und sei f ∈ Cb(X ). Angenommen, (P̂n)n erfüllt
Bedingung (A) mit G = Cb,Lip(X ). Zeigen Sie, dass dann auch Bedingung (A) mit G = Cb(X )

erfüllt ist.

Tipp: Betrachten Sie

f
L

(x) := inf
y∈X

(
f(y) + Ld(x, y)

)
,

fL(x) := sup
y∈X

(
f(y)− Ld(x, y)

)
und verwenden Sie Aufgabe 2.2.

Aufgabe 2.4. Sei (X , d) ein separabler metrischer Raum, und sei

FL :=
{
f ∈ RX : ‖f‖Lip ≤ 1

}
,

die Familie aller lipschitzstetigen Funktionen f : X → R mit Lipschitzkonstante 1. Für ein
xo ∈ X sei

P (d(·, xo)) < ∞.

Angenommen, (A) ist erfüllt mit

G := Cb,Lip(X ) ∪ {d(·, xo)}.

Zeigen Sie, dass dann auch
‖P̂n − P‖FL →∗ 0.
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Kapitel 3

Symmetrisierungen

In diesem Kapitel geht es darum, für stochastische Prozesse Z auf einer Menge T die Supre-
mumsnorm ‖Z‖ = ‖Z‖T nach oben abzuschätzen, indem man Z mit geeigneten Prozessen Z̃
vergleicht, deren Verteilung man mitunter besser handhaben kann.

Um sicherzustellen, dass Zufallselemente wie ‖Z‖T messbar sind, nehmen wir stets an, dass T
abzählbar ist. In der Regel kann man sich mit Hilfe eines einfachen Approximationsargumentes
auf diesen Fall zurückziehen.

3.1 Die erste Symmetrisierung

Oftmals ist ‖Z − Z ′‖ einfacher zu behandeln als ‖Z‖, wenn Z ′ eine unabhängige Kopie von Z
ist. Falls eine solche Kopie nicht existiert, kann man den ursprünglichen Wahrscheinlichkeitsraum
(Ω,A, IP) mit Z : Ω→ RT in den Produktraum (Ω× Ω,A⊗A, IP⊗ IP) einbetten vermöge

Z(t)(ω1, ω2) := Z(t)(ω1), Z ′(t)(ω1, ω2) := Z(t)(ω2).

Das nächste Lemma beschreibt zwei von vielen Möglichkeiten, wie man von ‖Z − Z ′‖ auf ‖Z‖
schließen kann, wobei Z ′ nicht unbedingt die gleiche Verteilung wie Z haben muss.

Lemma 3.1. Seien Z,Z ′ unabhängige stochastische Prozesse auf T .

(a) Angenommen, es existieren Konstanten δ, β > 0, so dass

IP
(
|Z ′(t)| ≤ δ

)
≥ β

für beliebige t ∈ T . Dann ist

IP
(
‖Z‖ > η + δ

)
≤ β−1 IP

(
‖Z − Z ′‖ > η

)
für alle η ≥ 0.

(b) Angenommen, IEZ ′ existiert in RT . Dann ist

IE Ψ(‖Z − IEZ ′‖) ≤ IE Ψ(‖Z − Z ′‖)

für jede konvexe und monoton wachsende Funktion Ψ : [0,∞)→ [0,∞).

19
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Beweis von Lemma 3.1. Für Teil (a) sei ohne Einschränkung T ⊂ N, und sei

τ = τ(Z) :=

{
min

{
t ∈ T : |Z(t)| > η + δ

}
falls ‖Z‖ > η + δ,

min(T ) sonst.

Dann ist τ eine T -wertige Zufallsvariable, so dass ‖Z‖ > η+δ genau dann, wenn |Z(τ)| > η+δ.
Nun ist

IP(‖Z‖ > η + δ) = IP(|Z(τ)| > η + δ)

= IE
(
1{|Z(τ)| > η + δ}

)
≤ IE

(
1{|Z(τ)| > η + δ}β−1 IP(|Z ′(τ)| ≤ δ |Z)

)
= β−1 IE

(
IP
(
|Z(τ)| > η + δ, |Z ′(τ)| ≤ δ

∣∣Z))
= β−1 IP

(
|Z(τ)| > η + δ, |Z ′(τ)| ≤ δ

)
≤ β−1 IP

(∣∣Z(τ)− Z ′(τ)
∣∣ > η

)
≤ β−1 IP(‖Z − Z ′‖ > η).

Für den Beweis von Teil (b) benötigt man die Jensensche Ungleichung: Für ein Wahrschein-
lichkeitmaß Q auf R mit

∫
|x|Q(dx) < ∞ und eine konvexe Funktion h : R → R ist stets

h
(∫
xQ(dx)

)
≤
∫
h(x)Q(dx).

Vermöge Ψ(−r) := Ψ(r) für r > 0 wird Ψ eine gerade, konvexe Funktion auf R, und

IE Ψ(‖Z − IEZ ′‖) = IE sup
t∈T

Ψ
(
Z(t)− IEZ ′(t)

)
= IE sup

t∈T
Ψ
(

IE
(
Z(t)− Z ′(t)

∣∣Z))
≤ IE sup

t∈T
IE
(

Ψ
(
Z(t)− Z ′(t)

) ∣∣∣Z)
≤ IE IE

(
sup
t∈T

Ψ
(
Z(t)− Z ′(t)

) ∣∣∣Z)
= IE Ψ(‖Z − Z ′‖).

Erste Anwendung auf empirische Verteilungsfunktionen

Seien X1, X2, . . . , Xn stochastisch unabhängige, reellwertige Zufallsvariablen mit Verteilungs-
funktion F , und sei F̂n die entsprechende empirische Verteilungsfunktion,

F̂n(t) =
1

n

n∑
i=1

1{Xi ≤ t}.

P. Massart (1990) bewies folgende Ungleichung für ‖F̂n − F‖ = ‖F̂n − F‖R:

IP
(
‖F̂n − F‖ ≥ η

)
≤ 2 exp(−2nη2) für beliebige η ≥ 0.

Der Beweis dieser Ungleichung ist sehr technisch. In diesem Abschnitt werden wir mit Hilfe der
ersten Symmetrisierung eine schwächere, doch ähnliche Ungleichung beweisen:

(3.1) IP
(
‖F̂n − F‖ ≥ η

)
≤ e2 exp(−nη2) für beliebige η ≥ 0.
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Quantiltransformation. Mit Hilfe eines Standardtricks können wir uns auf einen Spezialfall
zurückziehen. Sei nämlich F−1 die Quantilfunktion von F auf (0, 1), das heißt,

F−1(u) := min
{
t ∈ R : F (t) ≥ u

}
.

Dann gilt für beliebige u ∈ (0, 1) und t ∈ R:

F−1(u) ≤ t genau dann, wenn u ≤ F (t).

Hieraus ergeben sich folgende Tatsachen: Seien U1, U2, U3, . . . stochastisch unabhängige, nach
U [0, 1] verteilte Zufallsvariablen. Dann sind die Variablen Xi := F−1(Ui) stochastisch unabhän-
gig und nach F verteilt. Definiert man

Ĝn(v) :=
1

n

n∑
i=1

1{Ui ≤ v}

und G(v) := v für v ∈ [0, 1], dann gilt mit den speziell konstruierten Zufallsvariablen Xi die
Darstellung: (

F̂n(t)
)
t∈R =

(
Ĝn(F (t))

)
t∈R.

Insbesondere ist

‖F̂n − F‖ ≤ ‖Ĝn −G‖[0,1]

mit Gleichheit, falls F stetig ist.

Symmetrisierung von Ĝn −G und Spiegelungsprinzip. Mit

Ĝ′n(v) :=
1

n

2n∑
i=n+1

1{Ui ≤ v}

ergibt sich aus Lemma 3.1 (b), dass

IE Ψ
(
‖Ĝn −G‖[0,1]

)
≤ IE Ψ

(
‖Ĝn − Ĝ′n‖[0,1]

)
für jede monoton wachsende und konvexe Funktion Ψ : [0,∞) → [0,∞). Dabei nutzen wir aus,
dass die Funktionen Ĝn, Ĝ′n rechtsseitig stetig sind, so dass die hier auftretenden Suprema über
[0, 1] durch Suprema über die abzählbare Menge [0, 1] ∩Q ersetzt werden können.

Aus Symmetriegründen ist

IP
(
‖Ĝn − Ĝ′n‖[0,1] ≥ η

)
≤ 2 IP

(
sup
v∈[0,1]

(Ĝn − Ĝ′n)(v) ≥ η
)

für beliebige η ≥ 0.

Daher untersuchen wir nun die Verteilung von sup[0,1](Ĝn − Ĝ′n). Zu diesem Zweck betrach-
ten wir die Ordnungsstatistiken 0 < U(1) < U(2) < · · · < U(2n) < 1 der Zufallsvariablen
U1, U2, . . . , U2n. Die Differenz Ĝn − Ĝ′n ist eine Treppenfunktion, welche auf [0, U(1)) und
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[U(2n), 1] den Wert Null annimmt und auf den Intervallen [U(k), U(k+1)), 1 ≤ k < 2n, kon-
stant ist. An der Stelle U(k), 1 ≤ k ≤ 2n, ändert sich ihr Wert um +1/n oder −1/n, je nachdem,
ob U(k) in der Menge {U1, . . . , Un} oder {Un+1, . . . , U2n} liegt. Nun betrachten wir das zufällige
Tupel W = (Wk)

2n
k=0 ∈ Z{0,1,...,2n} mit Wk := n(Ĝn − Ĝ′n)(U(k)), wobei U(0) := 0. Dieses

Tupel liegt in der Menge

W :=
{
w ∈ Z{0,1,...,2n} : w0 = 0, |wk − wk−1| = 1 für 1 ≤ k ≤ 2n

}
und erfüllt die Gleichung W2n = 0. Am besten stellt man sich ein Tupel w ∈ W als “Zick-
zackpfad”, der die Punkte (0, w0), (1, w1), . . . , (2n,w2n) miteinander verbindet, vor; siehe Ab-
bildung 3.1. Aus Symmetriegründen ist W uniform verteilt auf der Menge {w ∈ W : w2n = 0}.
Folglich gilt für ` ∈ {0, 1, . . . , n}:

IP
(

sup
[0,1]

(Ĝn − Ĝ′n) ≥ `

n

)
= IP

(
max

k=0,1,...,2n
Wk ≥ `

)

=
#
{
w ∈ W : maxk wk ≥ `, w2n = 0

}
#
{
w ∈ W : w2n = 0

} .

Um den Zähler auf der rechten Seite zu bestimmen, verwenden wir nun das Spiegelungsprinzip:
Zu jedem Pfad w ∈ W definieren wir seine Spiegelung w̃ wie folgt:

w̃k :=

{
wk falls maxj≤k wj < `,

`− (wk − `) = 2`− wk falls maxj≤k wj ≥ `.

Diese Abbildung w 7→ w̃ ist eine bijektive Abbildung vonW nachW , und zwar ist ˜̃w = w. Illu-
striert wird sie in Abbildung 3.1 für n = 50 und ` = 7. Ein Pfad w ∈ W erfüllt die Bedingungen
maxk≤2nwk ≥ ` und w2n = 0 genau dann, wenn w̃2n = 2`. Daher ist

(3.2) IP
(

sup
[0,1]

(Ĝn − Ĝ′n) ≥ `

n

)
=

#
{
w ∈ W : w2n = 2`

}
#
{
w ∈ W : w2n = 0

} =

(
2n

n+ `

)/(2n

n

)
.

Denn w ∈ W erfüllt die Bedingung w2n = 2` genau dann, wenn wk −wk−1 = 1 für genau n+ `

“Zeitpunkte” k ∈ {1, 2, . . . , 2n}.

Eine Abschätzung. Die in (3.2) gegebene Formel ist für unsere Zwecke noch zu unhandlich.
Wir verwenden daher folgende Abschätzung für ` ∈ {1, 2, . . . , n}:(

2n

n+ `

)/(2n

n

)
=

n!n!

(n+ `)!(n− `)!
=

`−1∏
i=0

n− i
n+ 1 + i

= (1 + `/n)−1
`−1∏
i=0

n− i
n+ i

ist gleich

exp

(
− log(1 + `/n) +

`−1∑
i=1

log
(1− i/n

1 + i/n

))
≤ exp

(
− log(1 + `/n)− 2

`−1∑
i=1

i/n
)

= exp
(
`/n− log(1 + `/n)− `2/n

)
≤ exp

(
1− log(2)− `2/n

)
.



3.1. DIE ERSTE SYMMETRISIERUNG 23
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Abbildung 3.1: Ein Pfad w ∈ W und seine Spiegelung w̃ an einer Horizontalen in Höhe `.

Dabei verwendeten wir die Abschätzung log((1 − x)/(1 + x)) ≤ −2x für x ∈ [0, 1) sowie die
Tatsache, dass t− log(1 + t) monoton wachsend in t ∈ [0, 1] ist. Da sup[0,1](Ĝn− Ĝ′n) nur Werte
in {0, 1/n, 2/n, . . . , 1} annehmen kann, ergibt sich hieraus die allgemeine Ungleichung

(3.3) IP
(
‖Ĝn − Ĝ′n‖[0,1] ≥ η

)
≤ exp(1− nη2) für beliebige η ≥ 0.

Zurück zu F̂n. Für den maximalen Fehler ‖F̂n − F‖ = ‖F̂n − F‖R wissen wir, dass

IE Ψ(‖F̂n − F‖) ≤ IE Ψ
(
‖Ĝn − Ĝ′n‖[0,1]

)
für monoton wachsende und konvexe Funktionen Ψ : [0,∞)→ [0,∞). Ferner erfüllt die Zufalls-
variable ‖Ĝn− Ĝ′n‖[0,1] die Exponentialungleichung (3.3). Aus nachfolgendem Lemma 3.2 ergibt
sich dann die Ungleichung (3.1).

Lemma 3.2 (Kemperman). Seien Y, Z nichtnegative Zufallsvariablen mit folgenden Eigenschaf-
ten: Für beliebige monoton wachsende und konvexe Funktionen Ψ : [0,∞)→ [0,∞) sei

IE Ψ(Y ) ≤ IE Ψ(Z).

Ferner sei

IP(Z ≥ η) ≤ D1 exp(−D2η
2) für beliebige η ≥ 0

mit gewissen Konstanten D1 ≥ 1 und D2 > 0. Dann ist

IP(Y ≥ η) < D1e exp(−D2η
2) für beliebige η ≥ 0.
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Beweis von Lemma 3.2. Für η = 0 ist die Behauptung trivial, also sei η > 0. Für jede Zahl
0 ≤ ηo < η folgt aus der Markov-Ungleichung, dass

IP(Y ≥ η) ≤ IE((Y − ηo)+)

η − ηo
.

Doch y 7→ (y − ηo)+ is monoton wachsend und konvex, weshalb

IP(Y ≥ η) ≤ IE((Z − ηo)+)

η − ηo

=
1

η − ηo

∫ ∞
0

IP((Z − ηo)+ ≥ t) dt

=
1

η − ηo

∫ ∞
ηo

IP(Z ≥ s) ds

≤ D1

η − ηo

∫ ∞
ηo

exp(−D2s
2) ds

=
D1

η − ηo

∫ ∞
ηo

exp
(
−D2(η + (s− η))2

)
ds

<
D1 exp(−D2η

2)

η − ηo

∫ ∞
ηo

exp
(
−2D2η(s− η)

)
ds

= D1 exp(−D2η
2)

exp(2D2η(η − ηo))
2D2η(η − ηo)

.

Da die Funktion 0 < t 7→ et/t an der Stelle t = 1 ihren minimalen Wert e annimmt, ergibt sich
für ein geeignetes ηo die Ungleichung

IP(Y ≥ η) < D1e exp(−D2η
2),

sofern 2D2η
2 ≥ 1. Doch im Falle von 2D2η

2 ≤ 1 ist

D1e exp(−D2η
2) ≥ D1e

1/2 > 1.

Daher gilt die besagte Ungleichung für alle η ≥ 0.

3.2 Die zweite Symmetrisierung

Nun betrachten wir den speziellen Prozess Zn =
∑n

i=1 φni aus Abschnitt 1.3. Seien

φn1, φn2, . . . , φnn, φ′n1, φ
′
n2, . . . , φ

′
nn, ξ1, ξ2, . . . , ξn

stochastisch unabhängig, wobei

L(φ′ni) = L(φni) und L(ξi) = U{−1, 1}.

Die Zufallsfolge (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ist eine sogenannte Rademacher-Folge.
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Die erste Symmetrisierung, angewandt auf Z = Zn − IEZn und Z ′ = Z ′n − IEZ ′n = Z ′n − IEZn

mit Z ′n :=
∑n

i=1 φ
′
ni, führt zu dem Prozess

Zn − Z ′n =
n∑
i=1

(φni − φ′ni).

Da für alle i ≤ n die Prozesse φni und φ′ni identisch verteilt sind, ist mit

(φ′′ni, φ
′′′
ni) :=

{
(φni, φ

′
ni) falls ξi = 1,

(φ′ni, φni) falls ξi = −1,

das Tupel (φ′′n1, . . . , φ
′′
nn, φ

′′′
n1, . . . , φ

′′′
nn) genauso verteilt wie (φn1, . . . , φnn, φ

′
n1, . . . , φ

′
nn). Des-

halb ist

Zn − Z ′n =L

n∑
i=1

(φ′′ni − φ′′′ni) =

n∑
i=1

ξi(φni − φ′ni) = Zon − Z̃on,

wobei

Zon :=

n∑
i=1

ξiφni und Z̃on :=

n∑
i=1

ξiφ
′
ni.

Diese Prozesse Zon und Z̃on sind zwar nicht unabhängig, aber identisch verteilt. Hieraus ergeben
sich folgende Ungleichungen.

Lemma 3.3. (a) Für beliebige η ≥ 0 ist

IP
(
‖Zn − Z ′n‖ > η

)
≤ 2 IP

(
‖Zon‖ > η/2

)
.

(b) Für beliebige konvexe und monoton wachsende Funktionen Ψ : [0,∞)→ [0,∞) ist

IE Ψ
(
‖Zn − Z ′n‖

)
≤ IE Ψ

(
2‖Zon‖

)
.

Beweis von Lemma 3.3.. Da ‖Zn − Z ′n‖ =L ‖Zon − Z̃on‖ ≤ ‖Zon‖+ ‖Z̃on‖, ist

IP
(
‖Zn − Z ′n‖ ≥ η

)
≤ IP

(
‖Zon‖ ≥ η/2

)
+ IP

(
‖Z̃on‖ ≥ η/2

)
= 2 IP

(
‖Zon‖ ≥ η/2

)
.

Ferner ist

IE Ψ
(
‖Zn − Z ′n‖

)
≤ IE Ψ

(1

2

(
2‖Zon‖+ 2‖Z̃on‖

))
≤ 1

2
IE Ψ(2‖Zon‖) +

1

2
IE Ψ(2‖Z̃on‖)

= IE Ψ(2‖Zon‖).

Nach der zweiten Symmetrisierung kann man mit der bedingten Verteilung von Zon gegeben
φn1, φn2, . . . , φnn arbeiten. Das heißt, die φni werden als feste Funktionen auf T betrachtet, und
nur noch die ξi sind zufällig.
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Zweite Anwendung auf empirische Verteilungsfunktionen

Mit Hilfe beider Symmetrisierungen kann man auch exponentielle Ungleichungen für empirische
Verteilungsfunktionen von unabhängigen Zufallsvariablen X1, X2, . . . , Xn mit beliebigen Vertei-
lungsfunktionen F1, F2, . . . , Fn beweisen. Hier hat F̂n(x) den Erwartungswert

F̄n(x) :=
1

n

n∑
i=1

Fi(x).

Wir wissen, dass
IE Ψ(‖F̂n − F̄n‖) ≤ IE Ψ(2‖F̂ on‖)

für monoton wachsende und konvexe Funktionen Ψ : [0,∞) → [0,∞). Wie wir gleich zeigen
werden, ist

(3.4) IP(2‖F̂ on‖ ≥ η) ≤ 4 exp(−nη2/8)

für beliebige η ≥ 0. Zusammen mit Lemma 3.2 ergibt sich dann, dass

IP(‖F̂n − F̄n‖ ≥ η) ≤ 4e exp(−nη2/8) für beliebige η ≥ 0.

Beweis von (3.4). Es genügt zu zeigen, dass

IP(2‖F̂ on‖ ≥ η |X1, . . . , Xn) ≤ 4 exp(−nη2/8)

für beliebige η > 0. Hier kann man leicht zeigen, dass mit den OrdnungsstatistikenX(1) ≤ X(2) ≤
· · · ≤ X(n) der Beobachtungen X1, . . . , Xn gilt:

IP(2‖F̂ on‖ ≥ η |X1, . . . , Xn) = IP
(

sup
x∈R

∣∣∣ n∑
i=1

1{X(i) ≤ x}ξi
∣∣∣ ≥ nη/2 ∣∣∣X1, . . . , Xn

)
≤ IP

(
max

k=0,1,...,n
|Wk| ≥ nη/2

)
,

wobei W0 := 0 und Wk :=
∑k

i=1 ξi für 1 ≤ k ≤ n. Mit Hilfe des Spiegelungsprinzips kann man
zeigen, dass

IP
(

max
k=0,1,...,n

|Wk| ≥ nη/2
)
≤ 4 IP(Wn ≥ nη/2),

siehe auch Aufgabe 3.5. Aus der Hoeffding-Ungleichung, die in Kapitel 4 hergeleitet wird, ergibt
sich, dass IP(Wn ≥ γ) ≤ exp(−γ2/(2n)) für beliebige γ > 0. Mit γ := nη/2 ergibt sich dann
die Behauptung.

3.3 Entsymmetrisierung

Eine naheliegende Frage ist, ob die Abschätzungen bei den zwei Symmetrisierungen sehr konser-
vativ sind. Mit anderen Worten, haben ‖Zn − IEZn‖ und ‖Zon‖ ähnliche Eigenschaften? Zumin-
dest im Falle von Prozessen φni mit identischen Erwartungswerten kann man folgende Aussagen
machen.
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Lemma 3.4. Angenommen, die Prozesse φn1, φn2, . . . , φnn haben ein und denselben Erwar-
tungswert in RT , also IEφni = IEZn/n. Dann gilt für jede konvexe und monoton wachsende
Funktion Ψ : [0,∞)→ [0,∞) sowie eine beliebige Zahl 0 < λ < 1:

IE Ψ

(
1

2
‖Zn − IEZn‖

)
≤ IE Ψ

(
‖Zon‖

)
≤ λ IE Ψ

(
2

λ
‖Zn − IEZn‖

)
+ (1− λ) IE Ψ

(
1

1− λ

∣∣∣∑n
i=1 ξi
n

∣∣∣ ‖ IEZn‖
)
.

Speziell für Ψ := id ergibt sich eine einfache Ungleichungskette.

Korollar 3.5.

1

2
IE ‖Zn − IEZn‖ ≤ IE ‖Zon‖ ≤ 2 IE ‖Zn − IEZn‖+ IE

∣∣∣ n∑
i=1

ξi/n
∣∣∣ ‖ IEZn‖

≤ 2 IE ‖Zn − IEZn‖+
1√
n
‖ IEZn‖.

Falls also ‖ IEZn‖ = o(
√
n), dann ist IE ‖Zn−IEZn‖ = o(1) genau dann, wenn IE ‖Zon‖ = o(1).

Beweis von Lemma 3.4.. Die erste Ungleichung folgt aus den Symmetrisierungslemmata 3.1 und
3.3 mit ψ̃(r) := ψ(r/2) an Stelle von ψ(r). Für die zweite Ungleichung seien I := {i ≤ n : ξi =

1} und J := {j ≤ n : ξj = −1} = {1, . . . , n} \ I . Dann ist

Zon =
n∑
i=1

ξi(φni − IEφn1) +
n∑
i=1

ξi IEφn1

=
∑
i∈I

(φni − IEφn1)−
∑
j∈J

(φnj − IEφn1) + Yn IEZn

= Z(I) − Z(J) + Yn IEZn,

wobei Yn :=
∑n

i=1 ξi/n und Z(M) :=
∑

i∈M (φni − IEφn1). Doch Zn − IEZn = Z(I) + Z(J),
und Z(I), Z(J) sind stochastisch unabhängig und zentriert, gegeben I . Man kann also das Symme-
trisierungslemma 3.1 auf die bedingte Verteilung von (Z,Z ′) = (Z(I),−Z(J)) beziehungsweise
(Z,Z ′) = (Z(J),−Z(I)) gegeben I anwenden und erhält

IE Ψ(‖Zon‖) ≤
λ

2
IE Ψ

(
2

λ
‖Z(I)‖

)
+
λ

2
IE Ψ

(
2

λ
‖Z(J)‖

)
+ (1− λ) IE Ψ

( |Yn|
1− λ

‖ IEZn‖
)

≤ λ

2
IE Ψ

(
2

λ
‖Z(I) + Z(J)‖

)
+
λ

2
IE Ψ

(
2

λ
‖Z(J) + Z(I)‖

)
+ (1− λ) IE Ψ

(
|Yn|

1− λ
‖ IEZn‖

)
= λ IE Ψ

(
2

λ
‖Zn − IEZn‖

)
+ (1− λ) IE Ψ

(
|Yn|

1− λ
‖ IEZn‖

)
.
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3.4 Mehr Details zum uniformen empirischen Prozess

Wegen der besonderen Bedeutung von empirischen Verteilungsfunktionen stellen wir noch wei-
tere Überlegungen hierzu an, auch wenn diese nichts mit Symmetrisierungen zu tun haben. Wir
betrachten stochastisch unabhängige Zufallsvariablen U1, U2, . . . , Un mit uniformer Verteilung
auf [0, 1]. Ordnet man diese der Größe nach, so erhält man die n Ordnungsstatistiken U(n,1) <

U(n,2) < · · · < U(n,n). Man kann leicht zeigen, dass die Verteilung des Vektors (U(n,i))1≤i≤n die
Dichtefunktion

u 7→ f(u) := n! 1{0 < u1 < u2 < · · · < un < 1}

bezüglich des Lebesguemaßes auf Rn hat. Eine andere, bisweilen sehr nützliche Darstellung ist
die folgende: Seien Y1, Y2, Y3, . . . stochastisch unabhängige, standardexponentialverteilte Zufalls-
variablen; das heißt, IP(Yi > t) = e−t für t ≥ 0. Dann ist

(3.5)
(
U(n,k)

)n
k=1

=L

(∑k
i=1 Yi∑n+1
j=1 Yj

)n
k=1

.

Insbesondere gilt für den Vektor der “Spacings” U(n,k) − U(n,k−1), 1 ≤ k ≤ n+ 1:

(3.6)
(
U(n,k) − U(n,k−1)

)n+1

k=1
=L

(
Yk∑n+1
j=1 Yj

)n+1

k=1

,

wobei U(n,0) := 0 und U(n,n+1) := 1. Hieraus kann man beispielsweise ableiten, dass

(3.7) IP
(

min
k=1,2,...,n+1

(
U(n,k) − U(n,k−1)

)
>

t

n2

)
→ exp(−t) für alle t > 0,

und dass

(3.8) max
1≤k≤n+1

(
U(n,k) − U(n,k−1)

) n

log n
→p 1.

Beweis von (3.5).. Es genügt zu zeigen, dass der Vektor
(
U(n,k) − U(n,k−1)

)n
k=1

genauso verteilt
ist wie (Yk/Y+)nk=1, wobei Y+ :=

∑n+1
i=1 Yi. Die lineare Abbildung

Rn 3 u 7→ (u1, u2 − u1, u3 − u2, . . . , un − un−1) ∈ Rn

hat Determinante 1. Daher ist der Vektor
(
U(n,k) − U(n,k−1)

)n
k=1

nach der Dichtefunktion

x 7→ g(x) := n! 1{x ∈ Σ}

auf (0, 1)n verteilt, wobei

Σ :=
{
x ∈ (0, 1)n :

n∑
i=1

xi < 1
}
.

Der Vektor Y := (Yi)
n+1
i=1 ist nach der Dichtefunktion

y 7→ h(y) := exp(−y+)
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auf (0,∞)n+1 verteilt. Die Abbildung T : (0,∞)n+1 → Σ× (0,∞) mit

T (y) :=
( y1

y+
,
y2

y+
, . . . ,

yn
y+
, y+

)
ist bijektiv. Ihre Umkehrabbildung ist gegeben durch

T−1(x) = xn+1 ·
(
x1, x2, . . . , xn, 1−

n∑
i=1

xi

)
.

Insbesondere sind T und T−1 stetig differenzierbar, und

DT−1(x) =


xn+1 0 · · · 0 x1

0 xn+1
. . .

... x2
...

. . . . . . 0
...

0 · · · 0 xn+1 xn
−xn+1 −xn+1 · · · −xn+1 1−

∑n
i=1 xi

 .

Addiert man nun die ersten n Zeilen zur letzten, dann zeigt sich, dass

det(DT−1(x)) = xnn+1.

Folglich ist der Zufallsvektor T (Y ) ∈ Σ× (0,∞) nach der Lebesgue-Dichtefunktion

x 7→ g̃(x) := |det(DT−1(x))|h(T−1(x)) = xnn+1 exp(−xn+1)

verteilt. Doch man kann schreiben

g̃(x) = g(x1, x2, . . . , xn) ·
xnn+1 exp(−xn+1)

n!
.

Dies zeigt, dass der Zufallsvektor (Yk/Y+)nk=1 und die Zufallsvariable Y+ stochastisch unabhän-
gig sind. Dabei ist (Yk/Y+)nk=1 nach der Dichtefunktion g verteilt, und Y+ ist gammaverteilt mit
Parameter n+ 1; siehe auch Aufgabe 3.7.

3.5 Aufgaben

Aufgabe 3.1. Warum wird eine Verteilung P auf R durch ihre Verteilungsfunktion F eindeutig
charakterisiert?

Aufgabe 3.2. Zeigen Sie, dass eine Verteilungsfunktion F rechtsseitig stetig und die entsprechen-
de Quantilsfunktion F−1 linksseitig stetig ist.

Aufgabe 3.3. Zeigen Sie, dass im Falle einer stetigen Verteilungsfunktion F gilt:∫
R
h(F̂n(t), F (t))F (dt) =L

∫
[0,1]

h(Ĝn(u), u) du,∫
R
h(F̂n(t), F (t)) F̂n(dt) =L

∫
[0,1]

h(Ĝn(u), u) Ĝn(du)

für messbare Funktionen h : [0, 1]2 → [0,∞).
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Aufgabe 3.4. Berechnen Sie im Falle einer stetigen Verteilungsfunktion F den Grenzwert von
IP
(√
n supR(F̂n − F̂ ′n) ≥ η

)
für festes η ≥ 0.

Aufgabe 3.5. Seien W0 := 0 und Wk :=
∑k

i=1 ξi für k ∈ {1, . . . , n}mit einer Rademacherfolge
ξ1, . . . , ξn. Zeigen Sie mithilfe des Spiegelungsprinzips, dass

IP
(

max
0≤k≤n

Wk ≥ b
)

= IP(Wn ≥ b) + IP(Wn < b)

für beliebige Zahlen b ∈ N.

Aufgabe 3.6. Beweisen Sie die Aussagen (3.7) und (3.8) über minimale und maximale Spacings.

Aufgabe 3.7 (Gamma- und Beta-Verteilungen). Die Gamma-Verteilung mit Parameter a > 0 ist
definiert als die Verteilung mit Dichtefunktion

(0,∞) 3 x 7→ xa−1 exp(−x)

Γ(a)
.

Dabei ist Γ(a) :=
∫∞

0 xa−1 exp(x) dx.

Die Beta-Verteilung mit Parametern a, b > 0 ist definiert als die Verteilung mit Dichtefunktion

(0, 1) 3 x 7→ xa−1(1− x)b−1

B(a, b)
.

Dabei ist B(a, b) :=
∫ 1

0 x
a−1(1− x)b−1 dx.

(a) Seien X und Y stochastisch unabhängig und gammaverteilt mit Parameter a bzw. b. Zeigen
Sie, dass X/(X + Y ) und X + Y stochastisch unabhängig sind, wobei X/(X + Y ) betaverteilt
ist mit Parametern a und b, während X +Y gammaverteilt ist mit Parameter a+ b. Betrachten Sie
hierfür die Transformation

(0,∞)× (0,∞) 3 (x, y) 7→ T (x, y) :=
( x

x+ y
, x+ y

)
∈ (0, 1)× (0,∞).

Zeigen Sie ferner, dass

(3.9) B(a, b) =
Γ(a)Γ(b)

Γ(a+ b)
.

(b) Berechnen Sie mit Hilfe der Gleichung (3.9) sowie der bekannten Formel Γ(a + 1) = aΓ(a)

den Erwartungswert und die Varianz einer betaverteilten Zufallsvariable.

(c) Zeigen Sie, dass die Ordnungsstatistik U(n,i) betaverteilt ist mit Parametern i und n + 1 − i.
Bestimmen Sie ihren Erwartungswert und ihre Varianz.

Aufgabe 3.8. Sei F eine stetige Verteilungsfunktion auf R.

(a) Berechnen Sie den Erwartungswert von

n

∫
(F̂n − F )2 dF.
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(b) Berechnen Sie den Erwartungswert von

n∑
i=1

(
F̃n(Xi)− F (Xi)

)2
,

wobei F̃n := n(n+ 1)−1F̂n.

Hinweis: Betrachten Sie die Ordnungstatistiken X(n,i) =L F
−1(U(n,i)). Verwenden Sie nun Auf-

gabe 3.7 (c).
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Kapitel 4

Univariate Exponentialungleichungen

In diesem Kapitel geht es darum, Wahrscheinlichkeiten von Abweichungen einer reellwertigen
Zufallsvariable von ihrem Erwartungswert abzuschätzen.

4.1 Die allgemeine Vorgehensweise

Zunächst sei an die Markov-Ungleichung erinnert, wonach IP(±Y ≥ η) ≤ IE(Y ±)/η für reelle
Zufallsvariablen Y und Konstanten η > 0. Diese Schranke ist oft sehr konservativ. Ersetzt man
jedoch ±Y und η durch e±rY und erη mit r > 0, also

IP(±Y ≥ η) = IP
(
exp(±rY ) ≥ exp(rη)

)
≤ IE exp(±rY )

exp(rη)
,

dann ist die resultierende Schranke oftmals erstaunlich präzise, wenn man r > 0 geeignet wählt.

Dies demonstrieren wir zunächst für eine standardnormalverteilte Zufallsvariable Y . Bekanntlich
ist

IP(±Y ≥ η) =
exp(−η2/2)√

2πη
(1 + o(1)) = exp(−η2/2 + o(η2)) (η →∞).

Andererseits ist

IP(±Y ≥ η) ≤ inf
r>0

IE exp(±rY )/ exp(rη) = inf
r>0

exp(r2/2− rη) = exp(−η2/2)

für beliebige η ≥ 0.

Andere Beispiele werden in den Aufgaben 4.3 und 4.4 behandelt. Dabei hilft das folgende allge-
meine Resultat.

Lemma 4.1. Sei Y eine reellwertige Zufallsvariable. Mit κ(t) := log IE exp(tY ) ∈ (−∞,∞] sei
κ <∞ in einer Umgebung von 0. Dann gilt für beliebige y ∈ R,

IP(Y ≥ y) ≤ exp(−K(y)) für y ≥ IE(Y ),

IP(Y ≤ y) ≥ exp(−K(y)) für y ≤ IE(Y ),

33
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wobei

K(y) := sup
t∈R

(ty − κ(t)).

Die Theorie der Großen Abweichungen (large deviations) erklärt genauer, weshalb dieses Lemma
zu recht präzisen Abschätzungen führt, sobald Y ein Stichprobenmittelwert ist.

Beweis von Lemma 4.1. Wir setzen folgende Tatsachen als bekannt voraus: Ist µ ein Maß auf R
und g : R → R messbar, dann ist die Menge Θ aller t ∈ R mit

∫
etx|g(x)|µ(dx) < ∞ ein

Intervall. Auf Θ definiert g̃(t) :=
∫
etxg(x)µ(dx) eine stetige Funktion, und auf dem Inneren von

Θ ist g̃ unendlich oft differenzierbar mit k-ter Ableitung g̃(k)(t) =
∫
etxxkg(x)µ(dx). Wendet

man dies auf die Funktion κ an, also µ = L(Y ) und g ≡ 1, dann ergeben sich folgende Aussagen,
siehe auch Aufgabe 4.2: κ : R→ (−∞,∞] ist auf Θ = {κ <∞} stetig und auf dem Inneren von
Θ unendlich oft differenzierbar. Für einen inneren Punkt t von Θ gelten die Formeln

κ′(t) = IE(Yt) und κ′′(t) = Var(Yt).

Dabei ist Yt eine Zufallsvariable mit Dichtefunktion ft bezüglich L(Y ), nämlich ft(x) = etx−κ(t).
Insbesondere ist κ eine konvexe Funktion mit κ(0) = 0, κ′(0) = IE(Y ) und κ′′(0) = Var(Y ).

Nun zur eigentlichen Aussage: Für y ∈ R ergibt sich aus der Markov-Ungleichung, dass

IP(Y ≥ y) ≤ inf
t≥0

IE exp(tY − ty) = inf
t≥0

exp(κ(t)− ty) = exp
(
− sup

t≥0
(ty − κ(t))

)
.

Doch t 7→ ty−κ(t) ist eine konkave Funktion mit Ableitung y− IE(Y ) an der Stelle t = 0. Wenn
also y ≥ IE(Y ), dann ist ty − κ(t) ≤ 0 = 0y − κ(0) für alle t ≤ 0, so dass supt≥0(ty − κ(t)) =

supt∈R(ty − κ(t)) = K(y).

Analog ist

IP(Y ≤ y) ≤ inf
t≤0

IE exp(tY − ty) = inf
t≤0

exp(κ(t)− ty) = exp
(
− sup

t≤0
(ty − κ(t))

)
,

und im Falle von y ≤ IE(Y ) ist supt≤0(ty − κ(t)) = supt∈R(ty − κ(t)) = K(y).

4.2 Die Ungleichungen von Hoeffding und Bennett

Satz 4.2 (Hoeffding 1963). Seien Y1, Y2, . . . , Yn stochastisch unabhängige, reellwertige Zufalls-
variablen derart, dass

IE(Yi) = 0 und ai ≤ Yi ≤ bi

mit Konstanten ai < bi. Dann ist

IP
( n∑
i=1

Yi ≥ η
)
≤ exp

(
− 2η2∑n

i=1(bi − ai)2

)
für alle η > 0.
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Korollar 4.3. Für beliebige reelle Zahlen c1, c2, . . . , cn und η ≥ 0 ist

IP
(∣∣∣ n∑

i=1

ξici

∣∣∣ ≥ η) ≤ 2 exp

(
− η2

2
∑n

i=1 c
2
i

)
.

Dabei ist ξ1, ξ2, . . . , ξn eine Rademacherfolge wie in Kapitel 3. �

Das Korollar folgt aus Hoeffdings Ungleichung, angewandt auf Yi := ±ξici und (ai, bi) :=

(−ci, ci). Man beachte, dass
∑n

i=1 c
2
i gleich der Varianz von

∑n
i=1 ξici ist. Hier ist eine allge-

meine Exponentialungleichung, welche explizit Varianzen berücksichtigt:

Satz 4.4 (Bennett 1962). Seien Y1, Y2, . . . , Yn unabhängige, reellwertige Zufallsvariablen, so
dass

IE(Yi) = 0 und Yi ≤ M < ∞ für 1 ≤ i ≤ n.

Ferner sei
∑n

i=1 Var(Yi) ≤ V <∞. Dann ist

IP
( n∑
i=1

Yi ≥ η
)
≤ exp

(
− η2

2V
B
(Mη

V

))
für beliebige η > 0,

wobei
B(x) :=

(1 + x) log(1 + x)− x
x2/2

.

Korollar 4.5. Seien Y1, Y2, . . . , Yn unabhängige, identisch verteilte Zufallsvariablen mit

IE(Yi) = 0, Yi ≤ M < ∞ und Var(Yi) ≤ σ2 für 1 ≤ i ≤ n.

Dann ist

IP
( 1√

nσ2

n∑
i=1

Yi ≥ η
)
≤ exp

(
− η

2

2
B
( ηM√

nσ2

))
für beliebige η > 0.

Wie wir gleich sehen werden, ist limx→0+B(x) = 1. Korollar 4.5 zeigt also, dass für die Summe
(nσ2)−1/2

∑n
i=1 Yi ähnliche Ungleichungen gelten wie für eine standardnormalverteilte Zufalls-

größe.

Für die nachfolgenden Überlegungen und Beweise erinnern wir an eine besonders nützliche Versi-
on der Taylor-Entwicklung: Sei I ein offenes Intervall mit 0 ∈ I , und sei f : I → R eine zweimal
stetig differenzierbare Funktion. Dann gilt für beliebige x ∈ I die Formel

f(x) = f(0) + f ′(x)x+

∫ x

0
(x− s)f ′′(s) ds

= f(0) + f ′(0)x+ x2

∫ 1

0
(1− u)f ′′(xu) du.(4.1)

Anmerkung 4.6. Die Funktion B(·) in Satz 4.4 kann man man für beliebige x > −1 definieren,
wobei B(0) = 1, und es gilt die Darstellung

B(x) = 2

∫ 1

0

1− u
1 + xu

du.
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Dies ergibt sich aus (4.1) mit f(x) := (1 +x) log(1 +x)−x für x > −1 und den Tatsachen, dass
f(0) = 0, f ′(x) = log(1 + x), f ′(0) = 0 und f ′′(x) = 1/(1 + x). Aus dieser Integraldarstellung
ergeben sich folgende Eigenschaften:

• B(x) ist stetig und monoton fallend in x > −1.
• xB(x) ist monoton wachsend in x ≥ 0.

Ausserdem gilt die Entwicklung

B(x) = (2 + o(1)) log(x)/x für x→∞.

Die obige Integraldarstellung von B(x) kann man auch deuten als

B(x) = IE
( 1

1 + xU

)
mit einer Zufallsvariable U ∼ Beta(1, 2). Da IE(U) = 1/3, ergibt sich aus der Konvexität von
u 7→ 1/(1 + xu) und der Jensen-Ungleichung, dass

B(x) ≥ 1

1 + x/3
.

Setzt man dies in Korollar 4.5 ein, so erhält man die Bernstein-Ungleichung.

Eine wesentliche Zutat für die Hoeffding-Ungleichung ist folgende Momentenungleichung:

Lemma 4.7 (Hoeffding 1963). Sei Y eine reellwertige Zufallsvariable mit IE(Y ) = 0 und Y ∈
[a, b] für Konstanten a ≤ b. Dann ist

log IE exp(tY ) ≤ t2(b− a)2

8
für beliebige t ∈ R.

Beweis von Lemma 4.7. Ohne Einschränkung sei a < 0 < b. Denn a > 0 oder b < 0 ergäbe
einen Widerspruch zu IE(Y ) = 0, und a = 0 oder b = 0 würde implizieren, dass Y = 0 fast
sicher.

Aus der Konvexität der Exponentialfunktion folgt, dass

exp(tY ) = exp
(b− Y
b− a

ta+
Y − a
b− a

tb
)

≤ b− Y
b− a

exp(ta) +
Y − a
b− a

exp(tb),

und wegen IE(Y ) = 0 ist

log IE exp(tY ) ≤ log
( b

b− a
exp(ta) +

−a
b− a

exp(tb)
)

= −uλ+ log(1− λ+ λeu)

=: L(u),
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wobei λ := −a/(b− a) ∈ (0, 1) und u := t(b− a). Nun ist aber

L(0) = 0,

L′(u) = −λ+
λ

(1− λ)e−u + λ
und L′(0) = 0,

L′′(u) =
λeu

1− λ+ λeu

(
1− λeu

1− λ+ λeu

)
≤ 1/4

wegen der bekannten Ungleichung x(1 − x) ≤ 1/4 für beliebige x ∈ R. Folglich ist nach der
Taylorschen Formel

L(u) = L(0) + uL′(0) + u2L′′(u∗)/2 = u2L′′(u∗)/2 ≤ u2/8 = t2(b− a)2/8

mit einer geeigneten Zwischenstelle u∗ ∈ R.

Beweis der Hoeffding-Ungleichung. Nach der Markov-Ungleichung ist

IP
(
±

n∑
i=1

Yi ≥ η
)
≤ exp(−tη) IE exp

(
±t

n∑
i=1

Yi

)
= exp(−tη)

n∏
i=1

IE exp(±tYi)

für beliebige t > 0. Nach Lemma 4.7 ist die rechte Seite nicht größer als

exp(−tη)

n∏
i=1

exp
(
t2(bi − ai)2/8

)
= exp

(
−tη + t2

n∑
i=1

(bi − ai)2/8
)
.

Für t = 4η
/∑n

i=1(bi − ai)2 ergibt sich dann die gewünschte Abschätzung.

Beweis der Bennett-Ungleichung. Indem man Y1, . . . , Yn, V und η durch Y1/M , . . . , Yn/M ,
V/M2 und η/M ersetzt, kann man die Behauptung auf den Fall M = 1 zurückführen. Sei also
Yi ≤ 1 für 1 ≤ i ≤ n. Wie wir später zeigen werden, ist

(4.2) IE exp
(
t
n∑
i=1

Yi

)
≤ exp

(
V (et − 1− t)

)
für alle t > 0.

Nun folgt aus der Markov-Ungleichung, dass

IP
( n∑
i=1

Yi ≥ η
)
≤ inf

t>0
exp
(
V (et − 1− t)− tη

)
= exp

(
V (eto − 1− to)− toη

) (
mit to = log(1 + η/V )

)
= exp

(
− η

2

2V
B
( η
V

))
.

Beweis von (4.2). Sei h(x) := ex − 1 − x. Da IE exp
(∑n

i=1 tYi
)

=
∏n
i=1 IE exp(tYi), genügt

es zu zeigen, dass für beliebige t > 0 und Zufallsvariablen Y mit IE(Y ) = 0, Y ≤ 1 und
IE(Y 2) ≤ σ2 <∞ gilt:

(4.3) IE exp(tY ) ≤ exp(σ2h(t)).
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Aus IE(Y ) = 0 folgt, dass

IE exp(tY ) = 1 + IEh(tY ).

Nun ist h(0) = 0, h′(x) = ex − 1, h′(0) = 0 und h′′(x) = ex. Daher ergibt sich aus (4.1) die
Darstellung

h(x) = x2g(x) mit g(x) :=

∫ 1

0
(1− u)exu du.

Offensichtlich ist g monoton wachsend, so dass

IEh(tY ) = IE(t2Y 2g(tY )) ≤ IE(t2Y 2g(t)) = IE(Y 2)h(t) ≤ σ2h(t).

Nun folgt die behauptete Ungleichung (4.3) aus der Tatsache, dass 1 + z ≤ exp(z) für z ∈ R.

4.3 Massenkonzentration

Die vorangehenden Exponentialungleichungen kann man unter anderem dazu benutzen, die Ab-
weichungen eines Stichprobenmittelwertes von seinem Erwartungswert abzuschätzen. Inzwischen
gibt es jedoch eine umfangreiche Literatur über das allgemeinere Phänomen der Massenkonzen-
tration (concentration of measure). Hier ist eines der ersten Resultate in diese Richtung:

Satz 4.8 (Azuma–McDiarmid). Seien X1, X2, . . . , Xn stochastisch unabhängige Zufallsvaria-
blen mit Werten in (X ,B), und sei H : X n → R eine messbare Funktion derart, dass

(4.4)
∣∣H(x)−H(y)

∣∣ ≤ n∑
i=1

1{xi 6= yi}ci für beliebige x, y ∈ X n

mit gewissen Konstanten c1, c2, . . . , cn > 0. Dann erfüllt Y := H(X1, . . . , Xn) die Ungleichun-
gen

IP
(
±(Y − IEY ) ≥ η

)
≤ 2 exp

(
− η2

2
∑n

i=1 c
2
i

)
für beliebige η ≥ 0.

Anmerkung 4.9. Hier ist eine von vielen möglichen Anwendungen des Satzes 4.8: Die Zufallsva-
riablenX1, X2, . . . , Xn seien stochastisch unabhängig mit Verteilung P auf (X ,B). Für beliebige
Familien F von messbaren Funktionen f : X → [0, 1] gilt dann:

IP
(∣∣‖P̂n − P‖F − IE ‖P̂n − P‖F

∣∣ ≥ η) ≤ 2 exp(−nη2/2) für beliebige η ≥ 0,

sofern ‖P̂n − P‖F messbar ist. Die Standardabweichung von ‖P̂n − P‖F ist also stets von der
Größenordnung O(n−1/2), selbst wenn IE ‖P̂n − P‖F langsamer oder gar nicht gegen Null kon-
vergiert. Dies folgt aus Satz 4.8, angewandt auf H(X1, X2, . . . , Xn) := ‖P̂n − P‖F , denn diese
Funktion erfüllt Ungleichung (4.4) mit ci := 1/n.
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Beweis von Satz 4.8. Für ganze Zahlen a, b sei Xa:b := (Xi)
b
i=a, falls 1 ≤ a ≤ b ≤ n, und

ansonsten Xa:b := (). Dann definieren wir die Zufallsvariablen

Yk := IE
(
Y
∣∣X1:k

)
für 0 ≤ k ≤ n,

also Yn = Y = H(X1:n), Y0 = IEH(X1:n) und

Yk =

∫
H(X1:k, z)Pk+1:n(dz) für 0 ≤ k < n,

wobei Pa:b := Xa:b. Für 1 ≤ k ≤ n gilt:

IE(Yk |X1:k−1) = Yk−1 und |Yk − Yk−1| ≤ ck.

Denn mit Pk := Pk:k gilt:

Yn = H(X1:n−1, Xn),

Yn−1 =

∫ ∫
H(X1:n−1, y)Pn(dy),

also

Yn − Yn−1 =

∫ ∫ (
H(X1:n−1, Xn)−H(X1:n−1, y)

)
Pn(dy)

∈ [−cn, cn],

und für 1 ≤ k < n ist

Yk =

∫
H(X1:k−1, Xk, z)Pk+1:n(dz),

Yk−1 =

∫ ∫
H(X1:k−1, y, z)Pk+1:n(dz)Pk(dy),

also

Yk − Yk−1 =

∫ ∫ (
H(X1:k−1, Xk, z)−H(X1:k−1, y, z)

)
Pk+1:n(dz)Pk(dy)

∈ [−ck, ck].

Hieraus folgt, dass

IE(et(Yk−Y0)) = IE
(
et(Yk−1−Y0)et(Yk−Yk−1)

)
= IE IE

(
et(Yk−1−Y0)et(Yk−Yk−1)

∣∣X1:k−1

)
= IE

(
et(Yk−1−Y0) IE

(
et(Yk−Yk−1)

∣∣X1:k−1

))
≤ IE(et(Yk−1−Y0)) · et2c2k/2

gemäß Lemma 4.7, angewandt auf die bedingte Verteilung von Yk−Yk−1, gegeben X1:k−1. Wen-
det man dies induktiv für k = n, n− 1, n− 2, . . . , 2, 1 an, so ergibt sich die Ungleichung

IE(et(Yn−Y0)) ≤ exp
(
t2

n∑
k=1

c2
k/2
)
,

und man kann wie im Beweis von Satz 4.2 argumentieren.
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4.4 Aufgaben

Aufgabe 4.1. Sei Y standardnormalverteilt. Zeigen Sie, dass

IP(Y ≥ η) ≤ exp(−η2/2)/(2 + η)

für beliebige η ≥ 0.

Aufgabe 4.2. Sei Y eine reellwertige Zufallsvariable mit IE exp(tY ) < ∞ für alle t in einer
Nullumgebung.

(a) Sei κ(t) := log IE exp(tY ). Zeigen Sie, dass κ auf dem Intervall {κ < ∞} stetig und auf
seinem Inneren unendlich oft differenzierbar ist. Zeigen Sie, dass für einen inneren Punkt t von
{κ <∞} gilt:

κ′(t) = IE(Yt) und κ′′(t) = Var(Yt).

Dabei ist Yt eine Zufallsvariable mit Dichtefunktion ft bezüglich L(Y ), nämlich ft(x) = etx−κ(t).

(b) Sei IE(Y ) = 0, und seien Y1, Y2, . . . , Yn unabhängige Kopien von Y mit arithmetischem
Mittelwert Ȳn. Zeigen Sie, dass

log IP(±Ȳn ≥ ε)
n

≤ −K(±ε) für alle ε > 0,

wobei

K(y) := sup
t∈R

(ty − κ(t)).

Zeigen Sie ferner, dass

K(y) =
y2

2Var(Y )
+O(y3) für y → 0,

sofern Var(Y ) > 0.

Aufgabe 4.3 (Chernoff-Ungleichungen).

(a) Zeigen Sie, dass für p ∈ (0, 1) und q ∈ [0, 1] folgende Ungleichung gilt:

Ψ(p, q) := q log
q

p
+ (1− q) log

1− q
1− p

≥ 2(p− q)2.

(b) Sei X̄ = n−1
∑n

i=1Xi mit stochastisch unabhängigen Zufallsvariablen Xi ∈ [0, 1], wobei
p := IE(X̄) ∈ (0, 1). Zeigen Sie, dass

IP(X̄ ≤ q)
IP(X̄ ≥ q)

}
≤ exp

(
−nΨ(p, q)

)
falls

{
q ≤ p,
q ≥ p.

Aufgabe 4.4. Berechnen Sie Exponentialungleichungen für IP(Y ≥ y), wenn y ≥ IE(Y ), und
IP(Y ≤ y), wenn y ≤ IE(Y ), im Falle einer Gamma- beziehungsweise Poisson-verteilten Zufalls-
variable Y .



4.4. AUFGABEN 41

Aufgabe 4.5. Berechnen Sie Exponentialungleichungen für IP(Y ≥ y), wenn y ≥ IE(Y ), und
IP(Y ≤ y), wenn y ≤ IE(Y ), im Falle einer Beta-verteilten Zufallsvariable Y .

Hinweis: Stellen Sie Y ∼ Beta(a, b) dar als V/(V + W ) mit stochastisch unabängigen Zufalls-
variablen V ∼ Gamma(a) und W ∼ Gamma(b). Schreiben Sie dann Ungleichungen der Form
Y ≥ r oder Y ≤ r als (1− r)V − rW ≥ 0 beziehungsweise (1− r)V − rW ≤ 0.

Aufgabe 4.6 (Eine weitere Ungleichung von Hoeffding). Wie in Aufgabe 4.3 sei X̄ der Mit-
telwert von stochastisch unabhängigen Zufallsvariablen X1, X2, . . . , Xn ∈ [0, 1], und sei p :=

IE(X̄) ∈ (0, 1). Ferner sei Y ∼ Bin(n, p). Zeigen Sie, dass

IEψ(X̄) ≤ IEψ(Y/n)

für beliebige konvexe Funktionen ψ : R→ R.

Vorschlag: Zeigen Sie zunächst durch Bedingen auf alle bis auf einen Summanden Xi, dass es
genügt, den Fall von Bernoulli-Variablen Xi ∼ Bin(1, pi) zu betrachten. Zeigen Sie dann, dass
IEψ(X̄) zunimmt, wenn man zwei beliebige Wahrscheinlichkeiten pi und pj durch ihren Mittel-
wert (pi + pj)/2 ersetzt.
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Kapitel 5

Mengenindizierte empirische Prozesse

Nun untersuchen wir (P̂n(D))D∈D mit einer Familie D von messbaren Teilmengen von X . Wir
setzen generell voraus, dass D punktweise separabel im folgenden Sinne ist. Es gibt eine abzähl-
bare Teilmenge Do von D, so dass für alle D ∈ D eine Folge (Dk)k in Do existiert mit

lim
k→∞

1Dk(x) = 1D(x) für alle x ∈ X .

Unter dieser Bedingung ist

‖ν‖D = ‖ν‖Do

für jedes endliche signierte Maß ν auf X . Schreibt man nämlich ν = ν+ − ν− mit endlichen
Maßen ν+, ν−, dann folgt aus dem Satz von der majorisierten Konvergenz, dass

|ν(D)− ν(Dk)| ≤ (ν+ + ν−)
(
|1D − 1Dk |

)
→ 0 (k →∞).

Daher kann man die Resultate aus Kapitel 3, welche eine abzählbare Indexmenge voraussetzen,
anwenden.

5.1 Glivenko-Cantelli-Klassen

Das erste Ziel ist, notwendige und hinreichende Bedingungen zu finden, unter welchen ‖P̂n −
P‖D →p 0. In letzterem Falle nennt man D eine Glivenko-Cantelli-Klasse für P . Zunächst halten
wir fest, dass folgende drei Aussagen äquivalent sind:

‖P̂n − P‖D →p 0;(5.1)

IE ‖P̂n − P‖D → 0;(5.2)

IE ‖P̂ on‖D → 0.(5.3)

Dabei ist P̂ on := n−1
∑n

i=1 ξiδXi mit einer von (Xi)i unabhängigen Rademacherfolge (ξi)i. Die
Äquivalenz von (5.1) und (5.2) folgt aus der Tatsache, dass ‖P̂n − P‖D stets kleiner oder gleich

43
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Eins ist. Denn für beliebige Zufallsvariablen Y mit Werten in [0, 1] und 0 < ε ≤ 1 gelten die
Ungleichungen

IP(Y ≥ ε) ≤ IE(Y )/ε und IE(Y ) ≤ ε+ (1− ε) IP(Y ≥ ε).

Die Äquivalenz von (5.2) und (5.3) ergibt sich aus den Symmetrisierungsungleichungen in Korol-
lar 3.5, wonach

IE ‖P̂n − P‖D/2 ≤ IE ‖P̂ on‖D ≤ 2 IE ‖P̂n − P‖D + n−1/2.

Zunächst beweisen wir eine hinreichende Bedingung, die auf der folgenden Zufallsgröße beruht:

∆̂n := #{D ∩ X̂n : D ∈ D},

wobei

X̂n := {X1, X2, . . . , Xn}.

Diese Zahl ∆̂n ist stets kleiner oder gleich 2n.

Satz 5.1. Konvergiert log(∆̂n)/n in Wahrscheinlichkeit gegen Null, so ist die Mengenfamilie D
eine Glivenko-Cantelli-Klasse für P .

Beweis. Es genügt zu zeigen, dass (5.3) erfüllt ist, sofern log(∆̂n)/n →p 0. Wegen ‖P̂ on‖D ≤ 1

ist nur zu zeigen, dass

IP
(
‖P̂ on‖D ≥ ε

)
→ 0

für eine beliebige feste Zahl ε > 0. Wegen

IP
(
‖P̂ on‖D ≥ ε

)
= IE IP

(
‖P̂ on‖D ≥ ε

∣∣X1, . . . , Xn

)
genügt es zu zeigen, dass

IP
(
‖P̂ on‖D ≥ ε

∣∣X1, . . . , Xn

)
→p 0.

Nun ist

‖P̂ on‖D = max
a∈Ân

∣∣∣ 1
n

n∑
i=1

ξiai

∣∣∣
mit der zufälligen Menge Ân :=

{
(1D(Xi))

n
i=1 : D ∈ D

}
, die aus ∆̂n Vektoren in {0, 1}n

besteht. Ferner folgt aus Korollar 4.3, dass

IP
(∣∣∣ 1
n

n∑
i=1

ξiai

∣∣∣ ≥ ε ∣∣∣X1, . . . , Xn

)
≤ 2 exp

(
−nε

2

2

)
für alle a ∈ {0, 1}n.
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Folglich ist

IP
(
‖P̂ on‖D ≥ ε

∣∣X1, . . . , Xn

)
≤

∑
a∈Ân

IP
(∣∣∣n−1

n∑
i=1

ξiai

∣∣∣ ≥ ε ∣∣∣X1, . . . , Xn

)
≤ 2∆̂n exp

(
−nε

2

2

)
= 2 exp

(
−n
(ε2

2
− log ∆̂n

n

))
→p 0.

Beispiel 5.2 (Rechtecke im Rd). Sei D die Menge aller achsenparallelen Rechtecke im Rd. Dann
ist

∆̂n ≤ 1 +
(n(n+ 1)

2

)d
.

Denn jede nichtleere Menge D ∩ X̂n mit D ∈ D lässt sich schreiben als

[a1, b1]× [a2, b2]× · · · × [ad, bd] ∩ X̂n

mit Zahlen aj ≤ bj aus der Menge {X1(j), . . . , Xn(j)}. Dabei bezeichnet Xi(j) die j-te Kompo-
nente von Xi. Nach Satz 5.1 ist also D eine Glivenko-Cantelli-Klasse für beliebige Wahrschein-
lichkeitsmaße P .

Beispiel 5.3 (Halbräume im R2). Sei D die Menge aller abgeschlossenen Halbräume im R2, also
aller Mengen der Form {x ∈ R2 : u>x ≤ r} mit einem Vektor u ∈ R2 \ {0} und einer reellen
Zahl r. Auch diese Familie ist eine Glivenko-Cantelli-Klasse für beliebige Verteilungen P . Denn
im Falle von n ≥ 2 ist stets

∆̂n ≤ 2n(n− 1).

Um dies nachzuweisen, betrachten wir einen beliebigen Halbraum D = {x : u>x ≤ r}. Die Zahl
r können wir so wählen, dass u>Xi = r für mindestens einen Index i. Falls dies für genau einen
Index i der Fall ist, können wir den Richtungsvektor u noch gegen den Uhrzeigersinn drehen, bis
erstmalig u>Xj = r für einen weiteren Index j 6= i. Die ursprüngliche Menge D ∩ X̂n entspricht
jetzt der Menge D̃ ∩ X̂n mit einem nicht notwendig abgeschlossenen Halbraum D̃ der folgenden
Form: Sein Rand wird von zwei verschiedenen PunktenXk, X` aus X̂n aufgespannt, und (∂D̃)∩D̃
ist von der Form

{(1− t)Xk + tX` : t ≤ 0} oder {(1− t)Xk + tX` : t ∈ R}.

Ferner liegt das Innere von D̃ auf der rechten Seite von der Verbindungsgerade von Xk und X`,
wenn man in Richtung X` − Xk schaut. Nun gibt es maximal n(n − 1) Möglichkeiten ein Paar
(Xk, X`) von zwei verschiedenen Datenpunkten auszuwählen, und dann muss man sich noch für
eine von zwei Versionen von (∂D̃) ∩ D̃ entscheiden. Also ist ∆̂n ≤ 2n(n− 1).
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Die Bedingung an ∆̂n in Satz 5.1 ist nicht nur hinreichend sondern auch notwendig für (5.1–5.3).
Um dies zu beweisen, führen wir noch eine weitere Zufallsgröße ein, nämlich

V̂n := max
{

#S : S ⊂ X̂n,#{D ∩ S : D ∈ D} = 2#S
}
.

Dann kann man Satz 5.1 wie folgt abrunden.

Satz 5.4 (Vapnik–Červonenkis, Steele). Die Mengenfamilie D ist eine Glivenko-Cantelli-Klasse
für P genau dann, wenn eine der beiden folgenden Aussagen zutrifft, die ihrerseits äquivalent
sind:

log ∆̂n

n
→p 0;(5.4)

V̂n
n
→p 0.(5.5)

Beweis von Satz 5.4. Aus Satz 5.1 wissen wir bereits, dass D eine Glivenko-Cantelli-Klasse für
P ist, sofern (5.4) gilt. Im nachfolgenden Abschnitt werden wir zeigen, dass

log(2)
V̂n
n
≤ log ∆̂n

n
≤ V̂n

n
log
(
e
n

V̂n

)
;

siehe Korollar 5.9. Diese Ungleichungen implizieren die Äquivalenz von (5.4) und (5.5). Zu zeigen
bleibt also nur noch, dass (5.3) auch Aussage (5.5) impliziert. Dazu sei În eine zufällige Teilmenge
von {1, . . . , n} mit

#În = V̂n und #
{
{Xi : i ∈ În} ∩D : D ∈ D

}
= 2V̂n .

Insbesondere sind alle Punkte Xi mit i ∈ În paarweise verschieden. Ferner definieren wir

Z :=
1

n

∑
i∈În

ξiδXi und Z ′ := − 1

n

∑
i∈{1,...,n}\În

ξiδXi .

Nach Konstruktion der Menge În ist

‖Z‖D = max
M⊂În

∣∣∣ 1
n

∑
i∈M

ξi

∣∣∣ ≥ V̂n
2n
.

Ferner sind Z und Z ′ stochastisch unabhängig und zentriert, gegebenX1, . . . , Xn. Zusammen mit
Symmetrisierungslemma 3.1 (b) folgt also, dass

IE
( V̂n

2n

)
≤ IE ‖Z‖D

= IE IE
(
‖Z‖D

∣∣X1, . . . , Xn

)
≤ IE IE

(
‖Z − Z ′‖D

∣∣X1, . . . , Xn

)
= IE ‖P̂ on‖.
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5.2 Vapnik-Červonenkis-Theorie

In diesem Abschnitt beschäftigen wir uns systematisch mit den Zahlen ∆̂n und V̂n. Dazu betrach-
ten wir eine beliebige endliche Teilmenge E von X und definieren

∆(E) = ∆(E,D) := #(D ∩ E),

wobei D ∩ E := {D ∩ E : D ∈ D}. Die Familie D zerlegt E vollständig, falls D ∩ E = {A :

A ⊂ E}, was äquivalent ist zu ∆(E) = 2#E . Ferner sei

V (E) = V (E,D) := max
{

#B : B ⊂ E,B wird von D vollständig zerlegt
}

= max
{

#B : B ⊂ E,∆(B) = 2#B
}
.

Beispiel 5.5. Sei X = R und D =
{

(−∞, t] : t ∈ R
}

. Für jede nichtleere endliche Menge
E ⊂ R ist

∆(E) = #E + 1 und V (E) = 1.

Beispiel 5.6. Sei X = R2, und D sei die Menge aller abgeschlossenen Halbräume im R2; siehe
auch Beispiel 5.3. Hier kann man sich schnell an Hand von Skizzen davon überzeugen, dass

V (E) ≤ 3.

Einen formalen Beweis werden wir später liefern.

Beispiel 5.7. Sei X = Rd und D =
{

konvexe Mengen D ⊂ Rd
}

. Ist speziell E eine Teilmenge
der Euklidischen Einheitssphäre {x ∈ Rd : x>x = 1}, dann ist

∆(E) = 2#E und somit V (E) = #E.

Denn für A ⊂ E ist A = conv(A) ∩ E, wobei conv(A) die konvexe Hülle von A bezeichnet.

Der nachfolgende Satz und sein Korollar zeigen, dass die Funktionen ∆(·) und V (·) in engem
Zusammenhang stehen.

Satz 5.8 (Vapnik–Červonenkis). Für jede endliche Teilmenge E von X ist

∆(E) ≤
V (E)∑
i=0

(
#E

i

)
.

Korollar 5.9. Für endliche Mengen E ⊂ X ist stets

log(2)
V (E)

#E
≤ log ∆(E)

#E
≤ V (E)

#E
log
(
e

#E

V (E)

)
.

Satz 5.8 wurde mehrfach unabhängig bewiesen und publiziert, von Vapnik–Červonenkis (1971),
von Sauer (1972) und von Shelah (1972), weshalb er in der Kombinatorik unter dem Namen
Sauer–Shelah–Lemma bekannt ist. Einen direkten Beweis findet man in der Monographie von
Pollard (1984). Hier präsentieren wir stattdessen den Beweis einer noch allgemeineren Aussage
von Pajor (1985).
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Satz 5.10 (Pajor). Für jede endliche Menge E ⊂ X existieren mindestens ∆(E,D) verschiedene
Mengen S ⊂ E, die von D vollständig zerlegt werden.

Dass Satz 5.8 aus Satz 5.10 folgt, kann man wie folgt sehen: Wenn D keine Menge B ⊂ E mit
#B > V (E) Elementen vollständig zerlegt, dann haben alle Mengen S in Satz 5.10 höchstens
V (E) Elemente. Doch es gibt genau

V (E)∑
i=0

(
#E

i

)
Teilmengen von E mit höchstens V (E) Elementen, also ist diese Zahl eine obere Schranke für
∆(E).

Beweis von Satz 5.10. Wir beweisen die Aussage durch vollständige Induktion nach ∆(E,D).

Induktionsanfang: Die Menge S1 := ∅ erfüllt stets die Gleichung

∆(S1,D) = 1 = 2#S1 .

Im Falle von ∆(E,D) = 1, ist die Aussage also wahr.

Induktionsschritt: Angenommen, für ein gegebenes k ∈ N gilt die Aussage für alle Mengenfami-
lien D̃, so dass ∆(E, D̃) ≤ k. Nun sei D derart, dass ∆(E,D) = k + 1. Dann existieren Mengen
D1, D2 ∈ D, so dass D1 ∩ E 6= D2 ∩ E. Insbesondere existiert ein Punkt x ∈ E, so dass

x ∈ D ∩ E für mindestens ein D ∈ D,

x 6∈ D′ ∩ E für mindestens ein D′ ∈ D.

Definieren wir also

Dx := {D ∈ D : x ∈ D} und D′x := {D′ ∈ D : x 6∈ D},

dann ist

∆(E,Dx) ≤ k, ∆(E,D′x) ≤ k und ∆(E,Dx) + ∆(E,D′x) = k + 1.

Wir wollen zeigen, dass die Mengenfamilie

S :=
{
S ⊂ E : ∆(S,D) = 2#S

}
mindestens ∆(E,D) verschiedene Mengen enthält. Zu diesem Zweck zerlegen wir S in die vier
disjunkten Teilfamilien

S11 :=
{
S ⊂ E : ∆(S,Dx) = 2#S = ∆(S,D′x)

}
,

S10 :=
{
S ⊂ E : ∆(S,Dx) = 2#S > ∆(S,D′x)

}
,

S01 :=
{
S ⊂ E : ∆(S,Dx) < 2#S = ∆(S,D′x)

}
,

S00 :=
{
S ⊂ E : ∆(S,D) = 2#S > max{∆(S,Dx),∆(S,D′x)}

}
.
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Nach Voraussetzung ist

k ≥

{
∆(E,Dx) = #S11 + #S10,

∆(E,D′x) = #S11 + #S01.

Es genügt also zu zeigen, dass

#S11 ≤ #S00.

Zu diesem Zweck sei S ∈ S11. Dann ist sicher x 6∈ S, denn sonst wäre S 6= S ∩ D′ für alle
D′ ∈ D′x. Daher definiert

S11 3 S 7→ S ∪ {x}

eine injektive Abbildung, und es genügt zu zeigen, dass S ∪ {x} ∈ S00 für S ∈ S11. Für jede
Menge B ⊂ S ∪ {x} gibt es nach Voraussetzung Mengen D ∈ Dx und D′ ∈ D′x so dass

B ∩ S = D ∩ S = D′ ∩ S.

Also ist

B =

{
(S ∪ {x}) ∩D falls x ∈ B,
(S ∪ {x}) ∩D′ falls x 6∈ B.

Dies zeigt, dass S ∪ {x} von D vollständig zerlegt wird. Doch

Dx ∩ (S ∪ {x}) = {A ∪ {x} : A ⊂ S}, also ∆(S ∪ {x},Dx) = 2#S < 2#(S∪{x}),

D′x ∩ (S ∪ {x}) = {A : A ⊂ S}, also ∆(S ∪ {x},Dx) = 2#S < 2#(S∪{x}),

so dass tatsächlich S ∪ {x} ∈ S00.

Beweis von Korollar 5.9. Im Falle von V (E) = 0 besteht D ∩ E nur aus einer Menge, und die
behaupteten Ungleichungen sind Gleichungen, wenn man 0 · log(e/0) als limx↓0 x log(e/x) = 0

interpretiert.

Sei also k := V (E) ≥ 1, und wir schreiben n := #E. Falls B ⊂ E von D vollständig zerlegt
wird, ist ∆(E) = #(D ∩ E) ≥ #(D ∩ B) = 2#B . Dies zeigt, dass ∆(E) ≥ 2V (E), woraus die
erste behauptete Ungleichung folgt.

Da x log(e/x) monoton wachsend in x ∈ [0, 1] ist, gilt im Falle von k/n ≥ 1/2 die Ungleichung

k

n
log
(
e
n

k

)
≥ 1

2
log(2e) > log(2) =

log(2n)

n
≥ log ∆(E)

n
.
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Es genügt daher, den Fall 0 < k/n < 1/2 zu untersuchen. Nach Satz 5.8 ist

log ∆(E)

n
≤ 1

n
log
(∑
i≤k

(
n

i

))
≤ 1

n
log
(∑
i≤n

(
n

i

)
eλ(k−i)

)
[für beliebige λ ≥ 0]

=
1

n
log
(
eλk(1 + e−λ)n

)
= λ

k

n
+ log(1 + e−λ)

= H
(k
n

) [
für λ = log

(n
k
− 1
)
> 0
]
,

wobei H(x) := −x log x− (1− x) log(1− x) für 0 < x < 1. Doch

−(1− x) log(1− x) = (1− x)

∞∑
k=1

xk

k
≤ (1− x)

∞∑
k=1

xk = x,

weshalb H(x) ≤ x− x log(x) = x log(e/x), also log(∆(E))/n ≤ (k/n) log(en/k).

5.3 Vapnik-Červonenkis-Klassen

Die FamilieD heißt Vapnik-Červonenkis-Klasse (VC-Klasse), falls es eine ganze Zahl V ≥ 0 gibt,
so dass D keine (V + 1)-elementige Teilmenge von X zerlegt. In Formeln: D ist eine VC-Klasse,
falls

V (D) := sup
{

#A : A ⊂ X endlich,∆(A,D) = 2#A
}

endlich ist. Mitunter nennt man diese Zahl V (D) den Vapnik-Červonenkis-Index oder die Vapnik-
Červonenkis-Dimension von D. Für manche Autoren (z.B. van der Vaart und Wellner 1996) ist
auch V (D) + 1 die Vapnik-Červonenkis-Dimension von D. Offensichtlich ist

V (E,D) ≤ V (D)

für beliebige endliche Mengen E ⊂ X .

Hier ist eine andere Charakterisierung der VC-Eigenschaft.

Lemma 5.11. Eine Mengenfamilie D ist genau dann eine Vapnik-Červonenkis-Klasse, wenn es
ein reelles Polynom p gibt, so dass

∆(E,D) ≤ p(#E)

für beliebige endliche Teilmengen E von X . (Aus diesem Grunde spricht man auch von Mengen-
familien mit polynomialer Diskrimination.)
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Beweis. Ist V := V (D) <∞, dann folgt aus Satz 5.8, dass ∆(E) ≤ p(#E) mit dem Polynom

p(n) :=

V∑
i=0

(
n

i

)
.

(Zunächst gilt dies nur für den Fall #E ≥ V . Doch p(n) = 2n für 0 ≤ n ≤ V , also gilt die
Gleichung ∆(E) ≤ p(#E) auch im Falle von #E < V .) Andererseits gibt es zu einem beliebigen
Polynom p eine ganze Zahl V ≥ 0 mit 2n > p(n) für alle n > V . Falls also ∆(E,D) ≤ p(#E)

für beliebige endliche Mengen E ⊂ X , so ist sicher V (D) ≤ V .

Das folgende Lemma ist oft nützlich, wenn man nachweisen will, dass ein bestimmtes Mengensy-
stem eine VC-Klasse ist, indem man es durch endlich viele Boolesche Operationen aus einfacheren
Mengenfamilien aufbaut. Den Beweis überlassen wir dem Leser als Übungsaufgabe.

Lemma 5.12. Seien C, D Familien von Teilmengen von X . Dann ist

∆
(
E, {X \D : D ∈ D}

)
= ∆(E,D),

∆
(
E, {C ? D : C ∈ C, D ∈ D}

)
≤ ∆(E, C)∆(E,D)

für beliebige endliche Teilmengen E von X . Dabei bezeichnet ‘ ?’ eine der Booleschen Ver-
knüpfungen ‘∩’, ‘∪’ oder ‘ \’. �

Hier ist ein anderes Kriterium für die VC-Eigenschaft.

Satz 5.13. Sei G ein endlichdimensionaler Vektorraum von reellen Funktionen auf X . Dann ist

D :=
{
{x ∈ X : g(x) ≥ 0} : g ∈ G

}
eine VC-Klasse mit VC-Index V (D) ≤ dim(G).

Beweis von Satz 5.13. Sei E ⊂ X mit #E > dim(G). Die Menge{
(g(x))x∈E : g ∈ G

}
ist ein Untervektorraum von RE mit Dimension d ≤ dim(G) < dim(RE) = #E. Daher existiert
ein h =

(
h(x)

)
x∈E in RE derart, dass∑

x∈E
h(x)g(x) = 0 für alle g ∈ G

und h(x) 6= 0 für mindestens ein x ∈ E. Multipliziert man h mit −1, falls nötig, dann ist

A := {x ∈ E : h(x) ≥ 0} 6= E.

Doch A 6= {g ≥ 0} ∩ E für beliebige g ∈ G. Denn anderenfalls wäre∑
x∈E

h(x)g(x) =
∑
x∈A

h(x)g(x)︸ ︷︷ ︸
≥0

+
∑

x∈E\A

h(x)g(x)︸ ︷︷ ︸
>0

> 0.

Also wird E von D nicht vollständig zerlegt.
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Beispiel 5.14 (Halbräume und Kegelschnitte). Sei G die Menge aller affin linearen Funktionen

x 7→ g(x) = λ0 +
d∑
i=1

λixi (λ0, . . . , λd ∈ R)

auf Rd. Dann ist
{
{g ≥ 0} : g ∈ G

}
die Menge aller abgeschlossenen Halbräume (inklusive Rd

und ∅) und stellt eine VC-Klasse mit Index V (D) ≤ d+ 1.

Betrachtet man stattdessen die Menge G aller Funktionen

x 7→ g(x) = λ0 +
d∑
i=1

λixi +
d∑

i,j=1

λijxixj

mit reellen Koeffizienten λi, λij = λji, dann ist
{
{g ≥ 0} : g ∈ G

}
die Menge aller abgeschlosse-

nen Kegelschnitte (Ellipsen, Hyperboloide, Halbräume, Paraboloide) und zerlegt keine Teilmenge
von Rd mit mehr als (d+ 1)(d+ 2)/2 Elementen.

Hier ist noch eine Anmerkung zur punktweisen Separabilität von D:

Lemma 5.15. Seien G und D wie in Satz 5.13. Ferner enthalte G eine strikt positive Funktion.
Dann ist D punktweise separabel.

Beweis von Lemma 5.15. Sei G = span(v0, v1, v2, . . . , vd) mit v0 > 0. Die Menge Go aller Li-
nearkombinationen von v0, v1, v2, . . . , vd mit rationalen Koeffizienten ist abzählbar und liefert
eine Menge Do :=

{
{g ≥ 0} : g ∈ Go

}
mit den gewünschten Eigenschaften. Seien nämlich

λ0, λ1, . . . , λd beliebige reelle Zahlen. Dann wähle man Folgen (λik)k von rationalen Zahlen, so
dass

lim
k→∞

k|λik − λi| = 0

für 0 ≤ i ≤ d. Mit

g(x) :=
d∑
i=0

λivi(x) und gk(x) :=
v0(x)

k
+

d∑
i=0

λikvi(x)

konvergiert dann (gk)k punktweise gegen g, und für jedes x ∈ X gibt es eine Zahl ko(x), so dass
gk(x) > g(x) falls k ≥ ko(x). Dies impliziert, dass

lim
k→∞

1{gk(x) ≥ 0} = 1{g(x) ≥ 0} für alle x ∈ X .

5.4 Aufgaben

Aufgabe 5.1. Sei X = N und D die Menge aller Teilmengen von N. Beweisen Sie die uniforme
Konsistenz von P̂n auf D mit Hilfe des Satzes 5.4.

Hinweis: Zeigen Sie, dass IE(V̂n/n) ≤
∑

k∈N min(P{k}, 1/n).
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Aufgabe 5.2. Beweisen Sie Lemma 5.12.

Aufgabe 5.3. Für m, d ∈ N sei Dm,d die Menge aller konvexen Hüllen von bis zu m Punkten
in Rd. Zeigen Sie, dass Dm,d eine Vapnik-Červonenkis-Klasse ist. Geben Sie auch eine explizite
Schranke für V (Dm,d) an. Für welche Kombinationen (m, d) ist Dm,d punktweise separabel?

Aufgabe 5.4. Seien C und D VC-Klassen über Mengen X bzw. Y . Zeigen Sie, dass C × D :=

{C ×D : C ∈ C, D ∈ D} eine VC-Klasse über X × Y ist.

Aufgabe 5.5. Sei D die Familie aller Mengen der Form{
(x, y) ∈ R× R : y ≤ h(x)

}
mit einer monoton wachsenden Funktion h : R→ R. Zeigen Sie, dass V (D) =∞.
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Kapitel 6

Abstrakte Gesetze der grossen Zahlen

In diesem Kapitel werden die Resultate für mengenindizierte empirische Prozesse auf den abstrak-
ten Rahmen von Abschnitt 1.3 übertragen. Hierbei spielt die Approximation der Indexmenge T
durch endliche Teilmengen eine zentrale Rolle. Dabei werden wir auch verstehen, weshalb man
von der Vapnik-Červonenkis-Dimension spricht.

6.1 Überdeckungszahlen

Sei (T , ρ) ein pseudometrischer Raum. Das heißt, ρ ist eine Funktion auf T × T , so dass für
beliebige s, t, u ∈ T gilt:

ρ(s, t) = ρ(t, s),

ρ(s, t) ≥ 0 mit Gleichheit, falls s = t,

ρ(s, t) ≤ ρ(s, u) + ρ(u, t).

Für ε > 0 definieren wir nun die Überdeckungszahl

N(ε) = N(ε, T , ρ) := min
{

#To : To ⊂ T , ρ(t, To) ≤ ε für alle t ∈ T
}
.

Dabei ist

ρ(t, To) := inf
s∈To

ρ(t, s).

Mit anderen Worten, N(ε, T , ρ) ist die kleinste Anzahl von abgeschlossenen Kugeln mit Radius ε
bezüglich ρ, welche die Menge T überdecken. Mitunter betrachtet man auch die Kapazitätszahl

D(ε) = D(ε, T , ρ) := max
{

#To : To ⊂ T , ρ(s, t) > ε für verschiedene s, t ∈ To
}
.

Falls T Teilmenge eines normierten Raumes (V, |·|) und ρ die durch die Norm |·| induzierte Metrik
ist, schreiben wir auch N(ε, T , | · |) und D(ε, T , | · |) an Stelle von N(ε, T , ρ) bzw. D(ε, T , ρ).

Zwischen Überdeckungs- und Kapazitätszahlen besteht folgender Zusammenhang:

55
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Lemma 6.1.

N(ε) ≤ D(ε) ≤ N(ε/2).

Aufgrund dieser Ungleichungen kann man mit Überdeckungs- oder Kapazitätszahlen arbeiten, je
nachdem, was gerade praktischer ist.

Beweis von Lemma 6.1. Sei To eine maximale Teilmenge von T , so dass

(6.1) ρ(s, t) > ε für verschiedene Punkte s, t ∈ To.

Dann ist ρ(u, To) ≤ ε für alle u ∈ T . Denn anderenfalls gäbe es einen Punkt uo ∈ T mit
ρ(uo, To) > ε. Doch dann könnte man To durch die größere Menge To ∪{uo} ersetzen, ohne (6.1)
zu verletzen, was der Maximalität von To widerspricht. Dies zeigt, dass N(ε) ≤ #To = D(ε).

Nun sei T∗ eine minimale endliche Teilmenge von T , so dass ρ(s, T∗) ≤ ε/2 für alle s ∈ T .
Ferner sei To eine Menge von Punkten aus T , die paarweise echt größeren Abstand als ε haben.
Nach der Voraussetzung an T∗ kann man jedem Punkt to ∈ To einen Punkt t∗ ∈ T∗ zuordnen, so
dass ρ(to, t∗) ≤ ε/2. Aus der Voraussetzung an To und der Dreiecksungleichung folgt außerdem,
dass diese Zuordnung injektiv sein muss. Denn sonst gäbe es zwei verschiedene Punkte s, t ∈ To
und ein t∗ ∈ T∗ mit ρ(s, t) ≤ ρ(s, t∗) + ρ(t∗, t) ≤ ε/2 + ε/2 = ε. Dies zeigt, dass #To ≤ #T∗ =

N(ε/2), weshalb D(ε) ≤ N(ε/2).

Nun betrachten wir ein einfaches, aber wichtiges Beispiel für die Abschätzung von Kapazitätszah-
len.

Lemma 6.2. Sei (V, | · |) ein endlichdimensionaler normierter Vektorraum über R, und sei B :=

{t ∈ V : |t| ≤ 1} die entsprechende abgeschlossene Einheitskugel. Dann ist(C(B)

ε

)dim(V)
≤ D(ε, B, | · |) ≤

(
1 +

2

ε

)dim(V)

für beliebige ε > 0 mit einer Konstante C(B) > 0. Insbesondere ist

lim
ε↓0

logD(ε, B, | · |)
log(1/ε)

= lim
ε↓0

logN(ε, B, | · |)
log(1/ε)

= dim(V).

Allgemein nennt man die Abbildung

ε 7→ logN(ε, T , ρ) oder ε 7→ logD(ε, T , ρ)

die metrische Entropie von (T , ρ), und

lim sup
ε↓0

logN(ε, T , ρ)

log(1/ε)
= lim sup

ε↓0

logD(ε, T , ρ)

log(1/ε)

ist die metrische Dimension von (T , ρ).
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Beweis von Lemma 6.2. Ohne Einschränkung sei V = Rd. Sei Bo ⊂ B derart, dass ρ(s, t) > ε

für verschiedene s, t ∈ Bo. Dann sind die Kugeln t+ (ε/2)B mit Mittelpunkten t ∈ Bo paarweise
disjunkt und in der Menge (1 + ε/2)B enthalten. Folglich ist

Leb((1 + ε/2)B) ≥
∑
t∈Bo

Leb(t+ (ε/2)B),

also
(1 + ε/2)d Leb(B) ≥ #Bo · (ε/2)d Leb(B),

weshalb #Bo ≤ (1 + 2/ε)d. Dies zeigt, dass D(ε, B, | · |) ≤ (1 + 2/ε)d.

Andererseits gibt es strikt positive Konstanten c1 = c1(B) und c2 = c2(B) derart, dass

[−c1, c1]d ⊂ B ⊂ [−c2, c2]d.

Für δ > 0 ist dann

Bo :=
{

(−c1 + δki)
d
i=1 : k ∈ {0, 1, . . . , b2c1/δc}d

}
eine Teilmenge von B derart, dass s − t 6∈ (−δ, δ)d = (δ/c2)(−c2, c2)d, also |s − t| ≥ δ/c2

für zwei verschiedene Punkte s, t ∈ Bo. Ferner ist #Bo ≥ (2c1/δ)
d =

(
C(B)/(δ/c2)

)d mit
C(B) := 2c1/c2. Dies zeigt, dass D(ε, B, | · |) ≥ (C(B)/ε)d für alle ε > 0.

Aus den beiden Ungleichungen für D(ε, B, | · |) und Lemma 6.1 ergibt sich die Behauptung über
den Grenzwert von logN(ε)/ log(1/ε) bzw. logD(ε)/ log(1/ε).

6.2 Funktionenklassen

Sei F eine Familie von messbaren Funktionen auf X , und sei M ein Maß auf X . Nun betrachten
wir folgende Pseudometrik ρM auf F :

ρM (f, g) :=

∫
|f − g| dM.

Wir nehmen an, dass F eine messbare Einhüllende F besitzt. Das heißt, F ist eine messbare
Funktion auf X , so dass

|f | ≤ F für alle f ∈ F .

Ferner nehmen wir an, dass M(F ) =
∫
M dF strikt positiv und endlich ist. Zur Abschätzung der

metrischen Entropie von (F , ρM ) betrachten wir für eine Funktion f ∈ F ihren Subgraphen

sgr(f) :=
{

(x, r) ∈ X × R : r ≤ f(x)
}
.

Wenn die Mengenfamilie sgr(F) := {sgr(f) : f ∈ F} eine Vapnik-Červonenkis-Klasse ist, kann
man die Kapazitätszahlen D(ε,F , ρM ) konkret nach oben abschätzen, fast unabhängig vom Maß
M .
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Satz 6.3 (Dudley, Pollard). Angenommen, sgr(F) ist eine VC-Klasse und 0 < M(F ) < ∞.
Dann ist

logD
(
M(F )ε,F , ρM

)
≤ V (sgr(F))

(
log(e/ε) + log log(e/ε) + 3

)
für beliebige ε ∈ (0, 1].

Anmerkung 6.4. Dieser Satz zeigt, dass

lim sup
ε↓0

logD(ε,F , ρM )

log(1/ε)
≤ V (sgr(F)).

Vergleicht man dies mit Lemma 6.2, dann wird verständlich, warum man auch von der VC-
Dimension V (sgr(F)) spricht.

Anmerkung 6.5. Für eine Mengenfamilie D sei D̃ die Familie der entsprechenden Indikator-
funktionen. Dann ist D eine VC-Klasse genau dann, wenn sgr(D̃) eine VC-Klasse ist. Genauer
gesagt, ist V (D) = V (sgr(D̃)).

Beweis von Satz 6.3. Sei V := V (sgr(F)) ≥ 1, denn anderenfalls besteht F ohnehin nur aus ei-
ner Funktion. Ferner sei M(F ) = 1, denn anderenfalls könnten wir einfach M durch M(F )−1M

ersetzen. Sei Fo eine beliebige Teilmenge von F mit m := #Fo <∞ und

ρM (f, g) > ε für verschiedene f, g ∈ Fo.

Nun konstruieren wir zufällige endliche Teilmengen von X × R mit Hilfe von unabhängigen und
identisch verteilten Zufallsvariablen (X1, R1), (X2, R2), (X3, R3), . . . mit Werten inX×R, wobei

IP(X1 ∈ B) =

∫
B
F dM und L(R1 |X1) = U

[
−F (X1), F (X1)

]
.

Dann definieren wirEn :=
{

(Xi, Ri) : 1 ≤ i ≤ n
}

, also #En ≤ nmit Gleichheit fast sicher. Nun
zeigen wir, dass ∆(En, sgr(F)) ≥ m mit strikt positiver Wahrscheinlichkeit, falls n hinreichend
groß ist. Für beliebige f, g ∈ Fo mit f 6≡ g gilt:

IP
(

sgr(f) ∩ En = sgr(g) ∩ En
)

= IP
(
(Xi, Ri) 6∈ sgr(f)4 sgr(g) für alle i ≤ n

)
= IP

(
(X1, R1) 6∈ sgr(f)4 sgr(g)

)n
=
(

1− IP
(
(X1, R1) ∈ sgr(f)4 sgr(g)

))n
=
(

1− IE IP
(
R1 ∈ [−∞, f(X1)]4[−∞, g(X1)]

∣∣∣X1

))n
=
(

1− IE
|f(X1)− g(X1)|

2F (X1)

)n
=
(
1− ρM (f, g)/2

)n
< (1− ε/2)n

≤ exp(−nε/2).
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Folglich ist

IP
(
∆(En, sgr(Fo)) < m

)
≤
(
m

2

)
exp(−nε/2) < exp(2 logm− nε/2− log 2) ≤ 1,

falls n größer oder gleich

4 logm

ε
− 2 log 2

ε
≤ no :=

⌊4 logm

ε

⌋
ist. Es existiert also eine Teilmenge E von X × R mit höchstens no Elementen derart, dass
∆
(
E, sgr(F)

)
≥ m. Nach Korollar 5.9 ist

logm

no
≤ V

no
log
(
e
no
V

)
,

also

(6.2)
logm

V
≤ log

(
e

4 logm

V ε

)
= log

logm

V
+ log 4 + log

e

ε
.

Zu zeigen ist nun, dass y := log(m)/V nicht größer ist als x+log x+3, wobei x := log(e/ε) ≥ 1.
Ungleichung (6.2) kann man umformen zu

(6.3) y − log y ≤ x+ log 4.

Angenommen y > x+ log x+ 3. Dann folgte aus Ungleichung (6.3) und der strikten Isotonie von
y 7→ y − log y auf [1,∞), dass

x+ log 4 > x+ log x+ 3− log(x+ log x+ 3)

= x+ 3− log(1 + (log x+ 3)/x)

≥ x+ 3− log 4,

denn x 7→ (log x + 3)/x ist monoton fallend auf [1,∞). Dies ergäbe aber die Ungleichung 3 <

2 log 4 beziehungsweise exp(3/4) < 2, welche definitiv falsch ist.

Uniforme Überdeckungszahlen. Um die Abhängigkeit von M loszuwerden, definieren wir die
uniformen Überdeckungszahlen

N(ε,F) := sup
{
N
(
M(F )ε,F , ρM

)
: M ein Maß auf X , 0 < M(F ) <∞

}
.

Für ein beliebiges Maß M mit 0 < M(F ) <∞ ist also

N(ε,F , ρM ) ≤ N
( ε

M(F )
,F
)
.

Aus Satz 6.3 folgt nun, dass

logN(ε,F) ≤ V (sgr(F))
(
log(e/ε) + log log(e/ε) + 3

)
für 0 < ε ≤ 1.

Im Falle einer VC-Klasse sgr(F) kann man also die uniformen Überdeckungszahlen explizit nach
oben abschätzen.
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Kombinationen von Funktionenklassen und andere Metriken. Oftmals kann man eine Funk-
tionenklasse durch elementare Rechenoperationen aus einfacheren Funktionenklassen aufbauen.
Die Überdeckungszahlen lassen sich dann wie folgt abschätzen:

Lemma 6.6. Seien F und G Familien messbarer Funktionen auf X mit messbaren Einhüllenden
F beziehungsweise G, und sei M ein Maß auf X . Für beliebige u > 0 gilt:

N(u,F ? G, ρM ) ≤ N(u/2,F , ρM )N(u/2,G, ρM ).

Dabei ist F ? G := {f ? g : f ∈ F , g ∈ G}, und f ? g bezeichnet punktweises Maximum,
Minimum, Summe oder Differenz. Ferner ist

N(u,FG, ρM ) ≤ N(u/2,F , ρGM )N(u/2,G, ρFM )

mit der Familie FG := {fg : f ∈ F , g ∈ G}. Dabei ist HM(B) :=
∫
BH dM .

Später werden wir anstelle von ρM auch andere Pseudometriken betrachten. Dabei ist folgende
Ungleichung von Nutzen:

Lemma 6.7. Für 1 ≤ q <∞ ist

N(u,F , ρM,q) ≤ N
(
uq,F , ρ(2F )q−1M

)
,

wobei ρM,q(f, g) :=
(∫
|f − g|q dM

)1/q.
Die Beweise beider Lemmata überlassen wir dem Leser als Übungsaufgabe.

6.3 Uniforme Konsistenz allgemein

Nun geben wir Bedingungen an, unter welchen IE ‖Zn − IEZn‖ gegen Null konvergiert. Mit Hil-
fe der zwei Symmetrisierungen wird dies zurückgeführt auf die Behauptung, dass IE ‖Zon‖ → 0,
wobei Zon :=

∑n
i=1 ξiφni wie in Kapitel 3. Die Zufallsvariable ‖Zon‖ wird durch ‖Zon‖T̂n appro-

ximiert, wobei T̂n eine zufällige, in der Regel endliche Teilmenge von T ist. Für zwei beliebige
Punkte s, t ∈ T ist stets ∣∣Zon(s)− Zon(t)

∣∣ ≤ ρ̂n(s, t),

wobei

ρ̂n(s, t) = ρ̂n(s, t |φn) :=
n∑
i=1

∣∣φni(s)− φni(t)∣∣
mit φn = (φni)

n
i=1. Dies definiert eine Pseudometrik ρ̂n auf T . Wenn nun

ρ̂n(t, T̂n) ≤ δ für alle t ∈ T

mit einer positiven Zahl δ, so ist

‖Zon‖T ≤ δ + ‖Zon‖T̂n .

Der Term ‖Zon‖T̂n wird dann mithilfe von Hoeffdings Ungleichung weiter abgeschätzt.
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Satz 6.8. Der Erwartungswert von ‖Zn − IEZn‖ konvergiert gegen Null, falls für eine Nullfolge
(δn)n folgende drei Bedingungen erfüllt sind:

(6.4) IE

n∑
i=1

‖φni‖ = O(1),

(6.5) IE

n∑
i=1

1
{
‖φni‖ > δn

}
‖φni‖ → 0,

(6.6) logN(ε, T , ρ̂n) = op(δ
−1
n ) für beliebige ε > 0.

Dieser Satz beinhaltet zwei Spezialfälle:

Korollar 6.9. IE ‖Zn − IEZn‖ konvergiert gegen Null, falls gilt:

lim
n→∞,K→∞

IE
n∑
i=1

1
{
‖φni‖ >

K

n

}
‖φni‖ = 0,

logN(ε, T , ρ̂n) = op(n) für beliebige ε > 0.

Korollar 6.10. IE ‖Zn − IEZn‖ konvergiert gegen Null, falls für beliebige δ, ε > 0 gilt:

IE

n∑
i=1

‖φni‖ = O(1),

IE
n∑
i=1

1
{
‖φni‖ > δ

}
‖φni‖ → 0,

logN(ε, T , ρ̂n) = Op(1).

Beweis von Satz 6.8. Seien

φ̃ni := 1
{
‖φni‖ ≤ δn

}
φni und Z̃n :=

n∑
i=1

φ̃ni.

Dann ist

IE
∥∥(Zn − IEZn)− (Z̃n − IE Z̃n)

∥∥ ≤ 2 IE ‖Zn − Z̃n‖

= 2 IE
∥∥∥ n∑
i=1

1
{
‖φni‖ > δn

}
φni

∥∥∥
≤ 2 IE

n∑
i=1

1
{
‖φni‖ > δn

}
‖φni‖

→ 0

nach (6.5). Außerdem ist ‖φ̃ni‖ ≤ ‖φni‖ und

ρ̂n(s, t | φ̃n) ≤ ρ̂n(s, t |φn)
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für alle s, t ∈ T . Deshalb kann man ohne Einschränkung der Allgemeinheit annehmen, dass stets

‖φni‖ ≤ δn.

Nach Symmetrisierungslemma 3.1 (b) ist IE ‖Zn − IEZn‖ ≤ 2 IE ‖Zon‖. Ferner ist

IE(‖Zon‖2) ≤ IE
n∑

i,j=1

‖φni‖‖φnj‖

=

n∑
i=1

IE(‖φni‖2) +

n∑
i,j=1

1{i 6= j} IE ‖φni‖ IE ‖φnj‖

≤ δn IE
n∑
i=1

‖φni‖+
(

IE
n∑
i=1

‖φni‖
)2

= O(1).

Für beliebige ε > 0 ist somit

IE ‖Zon‖ ≤ ε+ IE
(
1{‖Zon‖ > ε}‖Zon‖

)
≤ ε+

√
IP(‖Zon‖ > ε) IE(‖Zon‖2) = ε+ o(1),

sofern wir zeigen können, dass IP(‖Zon‖ > ε) gegen Null konvergiert. Zu diesem Zweck sei T̂n =

T̂n(φn) eine zufällige Teilmenge von T mit N(ε/2, T , ρ̂n) Elementen, so dass ρ̂n(t, T̂n) ≤ ε/2

für alle t ∈ T . Dann ist ‖Zon‖ ≤ ε/2 + ‖Zon‖T̂n , wie schon am Anfang dieses Abschnitts gezeigt
wurde. Aus Korollar 4.3 folgt, dass

IP
(
|Zon(t)| ≥ ε/2

∣∣φn) ≤ 2 exp
(
− ε2

8
∑n

i=1 φni(t)
2

)
≤ 2 exp

(
− ε2

8δnSn

)
,

wobei Sn :=
∑n

i=1 ‖φni‖ stochastisch beschränkt ist nach Voraussetzung (6.4). Folglich ist

IP
(
‖Zon‖ ≥ ε

∣∣φn) ≤ IP
(
‖Zon‖T̂n ≥ ε/2

∣∣φn)
≤

∑
t∈T̂n

IP
(
|Zon(t)| ≥ ε/2

∣∣φn)
≤ 2N(ε/2, T , ρ̂n) exp

(
− ε2

8δnSn

)
= 2 exp

(
− 1

δnSn

(ε2
8
− δnSn logN(ε/2, T , ρ̂n)

))
= 2 exp

(
− 1

δnSn

(ε2
8

+ o(1)
))

→p 0.

6.4 Zufällige signierte Masse

Sei F eine Familie von messbaren Funktionen auf X . Ähnlich wie im vorigen Kapitel nehmen wir
an, dass F punktweise separabel ist. Das bedeutet, es gibt eine abzählbare Teilmenge Fo von F ,
so dass für alle f ∈ F eine Folge (fk)k in Fo existiert mit

lim
k→∞

fk(x) = f(x) für alle x ∈ X .
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Unter dieser Bedingung ist die Einhüllende

F (x) := sup
f∈F
|f(x)| = sup

f∈Fo
|f(x)|

von F ebenfalls messbar, und für jedes signierte Maß γ auf X mit |γ|(F ) <∞ ist

‖γ‖F = ‖γ‖Fo ≤ |γ|(F ).

Hier ist |γ| := γ+ + γ− die Totalvariation von γ, wobei γ+ und γ− den Positiv- beziehungsweise
Negativteil von γ = γ+ − γ− bezeichnen.

Nun sei Zn =
∑n

i=1 φni mit unabhängigen stochastischen Prozessen φni auf F . Angenommen,
φni(f) =

∫
f dγni mit zufälligen signierten Maßen γni auf X , wobei auch |γni|(F ) messbar und

fast sicher endlich sei. Der empirische Prozess P̂n und der Partialsummenprozess Ŝn sind von
dieser Form, nämlich

γni = |γni| =
1

n
δXi und |γni|(F ) =

F (Xi)

n
,

beziehungsweise

γni = cnYniδxni , |γni| = cn|Yni|δxni und |γni|(F ) = cn|Yni|F (xni).

Nun betrachten wir nochmals die Gesetze der großen Zahlen im vorigen Abschnitt. Da ‖φni‖F ≤
|γni|(F ), ist Bedingung (6.4) sicher erfüllt, falls

(6.7) IE M̂n(F ) = O(1).

Dabei ist M̂n das zufällige Maß

M̂n :=
n∑
i=1

|γni|.

Die zweite Bedingung von Korollar 6.10 ist erfüllt, wenn

(6.8) IE
n∑
i=1

1
{
|γni|(F ) > δ

}
|γni|(F ) → 0 für beliebige δ > 0.

Was die dritte Bedingung von Korollar 6.10 anbelangt, so ist

ρ̂n(f, g) ≤
∫
|f − g| dM̂n = ρ

M̂n
(f, g).

Folglich ist
N(u,F , ρ̂n) ≤ N(u,F , ρM̂n

) ≤ N
( u

M̂n(F )
,F
)

mit den uniformen Überdeckungszahlen N(ε,F) aus Abschnitt 6.2. Im Falle von (6.7) muss man
also nur noch sicherstellen, dass

(6.9) N(ε,F) < ∞ für beliebige ε > 0.

Im Falle von V (sgr(F)) < ∞ ist diese Bedingung erfüllt. Speziell für empirische Prozesse und
Partialsummenprozesse ergeben sich folgende Resultate:
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Satz 6.11. Im Falle von (6.9) konvergiert IE ‖P̂n − P‖F gegen Null, sofern P (F ) <∞.

Satz 6.12. Sei Ŝn(f) = n−1
∑n

i=1 f(xni)Yni mit unabhängigen Zufallsvariablen Yni, welche
zentriert und gleichgradig integrierbar sind. Das heißt, IE(Yni) = 0, und

max
1≤i≤n

IE
(
1{|Yni| > K}|Yni|

)
→ 0 (min(n,K)→∞).

Im Falle von (6.9) konvergiert dann IE ‖Ŝn‖F gegen Null, sofern

n−1
n∑
i=1

F (xni) = O(1),

n−1
n∑
i=1

1
{
F (xni) > nδ

}
F (xni) → 0 für beliebige δ > 0.

Beweis von Satz 6.11. Hier ist M̂n = P̂n, so dass IE M̂n(F ) = P (F ) konstant in n und endlich
ist. Dies liefert Bedingung (6.7). Ferner ist

IE
n∑
i=1

1
{
|γni|(F ) ≥ δ

}
|γni|(F ) = P

(
1{F > nδ}F

)
,

und dies konvergiert für beliebige δ > 0 gegen Null. Also ist auch Bedingung (6.8) erfüllt.

Beweis von Satz 6.12. Hier ist |γni|(F ) = n−1F (xni)|Yni|. Daher folgt Bedingung (6.7) aus

IE M̂n(F ) = n−1
n∑
i=1

F (xni) IE |Yni| ≤ n−1
n∑
i=1

F (xni) max
1≤j≤n

IE |Ynj | = O(1).

Ferner ist

IE

n∑
i=1

1
{
|γni|(F ) ≥ δ

}
|γni|(F )

≤ n−1
n∑
i=1

F (xni) IE
(
1{|Yni| > K}|Yni|

)
+Kn−1

n∑
i=1

1
{
F (xni) > nδ/K

}
F (xni)

= O(1) · max
1≤j≤n

IE
(
1{|Ynj | > K}|Ynj |

)
+ o(1)

für beliebige feste K > 0, und der limes superior der rechten Seite wird nach Voraussetzung
beliebig klein, wenn man K hinreichend groß wählt. Hieraus ergibt sich Bedingung (6.8).

Beispiel 6.13 (Familien F für Kerndichte-, M - und S-Schätzer). Sei H : R → R monoton
wachsend oder monoton fallend. Mit X := Rd betrachten wir

F1 :=
{
H(b| · −θ|2) : b > 0, θ ∈ Rd

}
,

F2 :=
{
x 7→ H((x− θ)>B(x− θ)) : B ∈ Rd×d, θ ∈ Rd

}
.
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Dann ist sgr(Fj) eine VC-Klasse mit Index V (sgr(F1)) ≤ d + 3 und V (sgr(F2)) ≤ d2/2 +

3d/2 + 2. Dies kann man besonders leicht einsehen, wenn H eine isotone Bijektion von R ist.
Dann ist nämlich

sgr
(
H(b| · −θ|2)

)
=

{
(x, r) ∈ Rd × R : b|θ|2 − 2bθ>x+ bx>x−H−1(r) ≥ 0

}
= {g ≥ 0}

mit einer Funktion g in dem Vektorraum G, welcher von den d+ 3 Funktionen

v0(x, r) := 1,

vi(x, r) := xi für 1 ≤ i ≤ d,

vd+1(x, r) := H−1(r),

vd+2(x, r) := x>x

aufgespannt wird. Analog ist

sgr
(
x 7→ H((x− θ)>B(x− θ))

)
= {g ≥ 0}

mit einer Funktion g aus dem Vektorraum G, der von obigen Funktionen v1, . . . , vd+1 sowie den
Funktionen

vij(x, r) := xixj (1 ≤ i ≤ j ≤ d)

aufgespannt wird. Nun folgt die Behauptung aus Satz 5.13.

Im allgemeinen Fall muss man einen geeigneten Ersatz für die Funktion H−1 finden. Sei E eine
endliche Teilmenge von Rd×R, welche von sgr(F1) vollständig zerlegt wird. ZuA ⊂ E existieren
also bA > 0 und θA ∈ Rd mit

A = E ∩ sgr
(
H(bA| · −θA|2)

)
.

Nun definieren wir die endliche Menge T :=
{
bA|x− θA|2 : (x, r) ∈ E,A ⊂ E

}
. Dann ist

E ∩ sgr
(
H(bA| · −θA|2)

)
=

{
(x, r) ∈ E : r ≤ H(bA|x− θA|2)

}
=

{
(x, r) ∈ E : bAθ

>
AθA − 2bAθ

>
Ax+ bAx

>x−H(r) ≥ 0
}

=
{

(x, r) ∈ E : g(x, r) ≥ 0
}

mit einer Funktion g ∈ G := span{v0, v1, v2, . . . , vd+2}, wobei nun

vd+2(x, r) := H(r) := min
{
t ∈ T : H(t) ≥ r

}
.

Analog lässt sich die Familie F2 behandeln.
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Reduktion auf Mengenfamilien. Mitunter kann man sich komplizierte Abschätzungen von
Überdeckungszahlen mit folgendem Trick ersparen: Sei F eine Familie von messbaren Funk-
tionen auf X mit beschränktem Wertebereich [0, c]. Dann gilt für jedes endliche signierte Maß γ
auf X die Ungleichung

‖γ‖F ≤ c‖γ‖D(F)

mit der Mengenfamilie
D(F) :=

{
{f ≥ t} : f ∈ F , t ∈ R

}
.

Denn für f ∈ F ist∣∣∣∫ f dγ
∣∣∣ =

∣∣∣∫ c

0
γ({f ≥ t}) dt

∣∣∣ ≤ ∫ c

0

∣∣γ({f ≥ t})
∣∣ dt ≤ c‖γ‖D.

Beispiel (Isotone Funktionen) Sei F die Menge aller monoton wachsenden Funktionen f : R→
[0, 1]. Dann bestehtD(F) aus allen offenen und abgeschlossenen Halbgeraden (r,∞) bzw. [r,∞)

sowie ∅ und R. Folglich ist
‖γ‖F ≤ sup

r∈R

∣∣γ((r,∞))
∣∣.

Symmetrische konvexe Hüllen. Ein anderer oft hilfreicher Trick ist die Darstellung einer Funk-
tionenfamilie als symmetrische konvexe Hülle einer einfacheren Funktionenklasse. Genauer ge-
sagt, sei F eine Funktionenfamilie mit messbarer Einhüllender F , und sei G(F) die Menge aller
punktweisen Limites von Funktionenfolgen in{ ∞∑

i=1

λifi : fi ∈ F , λi ∈ R,
∞∑
i=1

|λi| ≤ 1
}
.

Ist nun γ ein signiertes Maß auf X mit |γ|(F ) <∞, dann ist

‖γ‖G(F) = ‖γ‖F .

Beispiel (Funktionen mit beschränkter Totalvariation) SeiF die Familie aller Indikatorfunktionen
von Halbgeraden [r,∞), r ∈ R. Dann ist G(F) die Menge aller Funktionen g : R → R mit
Grenzwert g(−∞) = 0 und

TV(g) := sup
{ m∑
i=1

∣∣g(xi)− g(xi−1)
∣∣ : m ∈ N, x0 < x1 < · · · < xm

}
≤ 1.

Dies ergibt sich im Wesentlichen aus Aufgabe 6.6.

6.5 Verfeinerungen

Das Gesetz der Großen Zahlen, Satz 6.8, kann man noch verfeinern, sofern Bedingung (6.5) durch
eine stärkere Bedingung ersetzt wird. Im Beweis von Satz 6.8 tauchte in einer entscheidenden
Ungleichung die Größe

exp
(
− ε2

8
∑n

i=1 φni(t)
2

)
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auf, und die Summe wurde durch maxi ‖φni‖
∑

j ‖φnj‖ nach oben abgeschätzt. Der entscheiden-
de Schritt ist nun, diese grobe Abschätzung zu verbessern.

Lemma 6.14. Angenommen ‖φni‖ ≤ δn für alle i. Ferner sei

Vn := sup
t∈T

IE
n∑
i=1

φni(t)
2.

Dann ist

IP
(

sup
t∈T

n∑
i=1

φni(t)
2 ≥ 8τ

)
≤ 2

1− Vn/τ
IE min

(
N
( τ

16δn
, T , ρ̂n

)
exp
(
− τ

8δ2
n

)
, 1
)

für beliebige τ > Vn.

Satz 6.15. Unter den Voraussetzungen von Lemma 6.14 ist

IP
(
‖Zn − IEZn‖ ≥ 3η

)
≤ 16 IE min

(
N
( τ

16δn
, T , ρ̂n

)
exp
(
− τ

8δ2
n

)
, 1
)

+ 8 IE min
(
N
(η

2
, T , ρ̂n

)
exp
(
− η2

64τ

)
, 1
)

für beliebige η ≥
√

2Vn und τ ≥ 2Vn.

Korollar 6.16. Die Voraussetzungen von Lemma 6.14 seien erfüllt mit δn := 1/n, und für belie-
bige n ∈ N, ε ∈ (0, 1] sei

N(ε, T , ρ̂n) ≤ Aε−B fast sicher

mit Konstanten A,B > 0. Für hinreichend großes κ > 0 ist dann

∞∑
n=1

IP
(
‖Zn − IEZn‖ ≥ κmax

(√
log(n)Vn,

log n

n

))
< ∞.

Beweis von Lemma 6.14. Die Grundidee des Beweises ist LeCams “square root trick”. Seien

I :=
{
i ∈ {1, 2, . . . , n} : ξi = 1

}
,

J := {1, 2, . . . , n} \ I,

SK :=
∑
i∈K

φ2
ni für K ⊂ {1, 2, . . . , n},

S := S{1,2,...,n} = SI + SJ .

Dann sind SI , SJ identisch verteilt, weshalb

IP
(
‖S‖ ≥ 8τ

)
≤ 2 IP

(
‖SI‖ ≥ 4τ

)
= 2 IP

(∥∥√SI∥∥ ≥ 2
√
τ
)
.

Doch für beliebige t ∈ T ist

IP
(√

SI(t) ≥
√
τ
∣∣ ξ1, . . . , ξn

)
≤

IE
(
SI(t)

∣∣ ξ1, . . . , ξn
)

τ
≤ IES(t)

τ
≤ Vn

τ
,
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und
√
SI ,
√
SJ sind stochastisch unabhängig, gegeben ξ1, . . . , ξn. Wendet man Symmetrisierungs-

lemma 3.1 (a) auf diese bedingte Verteilung an, so folgt, dass

IP
(∥∥√SI∥∥ ≥ 2

√
τ
)
≤ 1

1− V/τ
IP
(∥∥√SI −√SJ∥∥ ≥ √τ).

Für beliebige s, t ∈ T ist∣∣∣(√SI(s)−√SJ(s)
)
−
(√

SI(t)−
√
SJ(t)

)∣∣∣
≤

∣∣√SI(s)−√SI(t)∣∣+
∣∣√SJ(s)−

√
SJ(t)

∣∣
≤

(∑
i∈I

(
φni(s)− φni(t)

)2)1/2
+
(∑
i∈J

(
φni(s)− φni(t)

)2)1/2

≤
(

2
n∑
i=1

(
φni(s)− φni(t)

)2)1/2

≤
√

4δnρ̂n(s, t).

Ist also T̂n = T̂n(φn1, . . . , φnn) eine Teilmenge von T mit

#T̂n = N
( τ

16δn
, T , ρ̂n

)
und sup

t∈T
ρ̂n(t, T̂n) ≤ τ

16δn
,

so ist

IP
(
‖
√
SI −

√
SJ‖ ≥

√
τ
∣∣∣φn1, . . . , φnn

)
≤ IP

(
‖
√
SI −

√
SJ‖T̂n ≥

√
τ

2

∣∣∣φn1, . . . , φnn

)
≤

∑
t∈T̂n

IP
(∣∣∣√SI(t)−√SJ(t)

∣∣∣ ≥ √τ
2

∣∣∣φn1, . . . , φnn

)

≤
∑
t∈T̂n

IP
(∣∣∣SI(t)− SJ(t)

∣∣∣ ≥ (
√
SI(t) +

√
SJ(t))

√
τ

2

∣∣∣φn1, . . . , φnn

)

≤
∑
t∈T̂n

IP
(∣∣∣SI(t)− SJ(t)

∣∣∣ ≥ √S(t)τ

2

∣∣∣φn1, . . . , φnn

)

=
∑
t∈T̂n

IP
(∣∣∣ n∑

i=1

ξiφni(t)
2
∣∣∣≥ √S(t)τ

2

∣∣∣φn1, . . . , φnn

)
≤ 2

∑
t∈T̂n

exp
(
− S(t)τ

8
∑n

i=1 φni(t)
4

)
≤ 2 #T̂n exp

(
− τ

8δ2
n

)
.

Beweis von Satz 6.15. Da Var[Zn(t)] ≤ Vn für beliebige t ∈ T , folgt aus Symmetrisierungslem-
ma 3.1 (a), dass

IP
(
‖Zn − IEZn‖ ≥ 3η

)
≤ 1

1− Vn/η2
IP
(
‖Zn − Z ′n‖ ≥ 2η

)
≤ 2

1− Vn/η2
IP
(
‖Zon‖ ≥ η

)
.(6.10)
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Doch mit Xn := supt∈T
∑n

i=1 φni(t)
2 kann man wie im Beweis von Satz 6.8 zeigen, dass

IP
(
‖Zon‖ ≥ η

∣∣φn1, . . . , φnn
)
≤ 2N

(η
2
, T , ρ̂n

)
exp
(
− η2

8Xn

)
.

Zusammen mit Lemma 6.14 ergibt dies die Ungleichungen

IP
(
‖Zon‖ ≥ η

)
≤ IP(Xn ≥ 8τ)

+ 2 IE min
(
N
(η

2
, T , ρ̂n

)
exp
(
− η2

64τ

)
, 1
)

≤ 4

1− Vn/τ
IE min

(
N
( τ

16δn
, T , ρ̂n

)
exp
(
− τ

8δ2
n

)
, 1
)

+ 2 IE min
(
N
(η

2
, T , ρ̂n

)
exp
(
− η2

64τ

)
, 1
)
.

Setzt man dies in (6.10) ein und setzt voraus, dass min(η2, τ) ≥ 2Vn, ergibt sich die Behaup-
tung.

Beweis von Korollar 6.16. Die Behauptung folgt aus Satz 6.15 vermöge

τ = τn := Cτ max
(
Vn,

log n

n2

)
,

η = ηn :=
√
Cη log(n)τn =

√
CτCη max

(√
log(n)Vn,

log n

n

)
mit hinreichend großen Konstanten Cτ , Cη > 0. Denn für hinreichend großes n ist η2

n∧τn ≥ 2Vn,
und

logN
(nτn

16
, T , ρ̂n

)
− n2τn

8
≤ const.−B log

( log n

n

)
− Cτ log n

8

≤ const.+
(
B − Cτ

8

)
log n,

logN
(ηn

2
, T , ρ̂n

)
− η2

n

64τn
≤ const.−B log

( log n

n

)
− Cη log n

64

≤ const.+
(
B − Cη

64

)
log n.

6.6 Anwendung auf Dichteschätzung

Sei P ein Wahrscheinlichkeitmaß auf Rd mit Dichte p bezüglich des Lebesgue-Maßes. Ein Kern-
schätzer für p(x) ist

p̂n(x) :=
1

n

n∑
i=1

kn(x−Xi) =

∫
kn(x− y)P̂n(dy),

wobei kn eine willkürlich gewählte Funktion ist, so dass
∫
kn(x) dx = 1. Mit anderen Worten, p̂n

ist die Dichte der Faltung von P̂n mit dem signierten Maß kn(x) dx. Mit

pn(x) := IE p̂n(x)
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ist
p̂n − p = (pn − p) + (p̂n − pn) =: “Bias” + “Fluktuation”.

Speziell sei

kn(x) :=
1

hdn
k
( x
hn

)
mit einer Bandbreite hn > 0. Je kleiner die Bandbreite hn, desto kleiner wird im allgemeinen der
Bias sein, aber desto größer ist die Fluktuation.

Abschätzung des Bias. Angenommen, p ist Lipschitz-stetig, also

(6.11) |p(x)− p(y)| ≤ L|x− y| für beliebige x, y ∈ Rd

mit einer Konstanten L <∞. Ferner sei

(6.12) ‖k‖ ≤ 1,

∫
k(z) dz = 1 und

∫
|z||k(z)| dz < ∞,

wobei ‖ · ‖ die Supremumsnorm über T := Rd bezeichnet. Dann ist

pn(x)− p(x) =
1

hdn

∫
k
(x− y

hn

)(
p(y)− p(x)

)
dy =

∫
k(z)

(
p(x− hnz)− p(x)

)
dy,

so dass
‖pn − p‖ ≤ L

∫
|x||k(x)| dx hn = O(hn).

Abschätzung der Fluktuation. Angenommen,

(6.13)
{

sgr(k(· − t)) : t ∈ Rd
}

ist eine VC-Klasse;

siehe Beispiel 6.13. Nun definieren wir

φni(x) :=
1

n
k
(x−Xi

hn

)
.

Dann ist p̂n = h−dn Zn, ‖φni‖ ≤ 1/n, und

IE

n∑
i=1

φni(x)2 =
1

n
IE k

(x−X1

hn

)2

=
1

n

∫
k
(x− y

hn

)2
p(y) dy

≤
∫
|k(z)| dz ‖p‖ h

d
n

n

= O
(hdn
n

)
.

Man beachte, dass aus (6.11) die Endlichkeit von ‖p‖ folgt. Gemäß Satz 6.3 sind die Bedingungen
von Korollar 6.16 erfüllt, und zwar ist

‖p̂n − pn‖ =
1

hdn
O
(

max
(√

hdn
log n

n
,
log n

n

))
fast sicher.
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Dabei verwendeten wir das Borel-Cantelli-Lemma.

Nun versuchen wir Bias und Fluktuation zu balancieren. Die Gleichung

hn =
1

hdn

√
hdn

log n

n

impliziert, dass hn =
(
log(n)/n

)1/(d+2), und es ergibt sich folgendes Resultat:

Korollar 6.17. Unter den Bedingungen (6.11), (6.12) und (6.13) ist

‖p̂n − p‖ = O
(( log n

n

)1/(d+2))
fast sicher,

falls
hn = cn

( log n

n

)1/(d+2)

mit einer Folge (cn)n in (0,∞), die von 0 und∞ weg beschränkt ist.

6.7 Aufgaben

Aufgabe 6.1. Beweisen Sie Lemma 6.6.

Aufgabe 6.2. Beweisen Sie Lemma 6.7.

Aufgabe 6.3. Sei F die Menge aller Funktionen f auf [0, 1], so dass |f | ≤ 1 und |f(x)−f(y)| ≤
|x− y| für beliebige x, y ∈ [0, 1], und sei ρ(f, g) := ‖f − g‖[0,1]. Zeigen Sie, dass

logN(ε,F , ρ) ≤ Aε−1 für 0 < ε ≤ 1

mit einer Konstanten A > 0.

Zusatz: Für β > 0 sei F(β) die Menge aller k-mal stetig differenzierbaren Funktionen f auf [0, 1],
wobei k = k(β) := dβe − 1, so dass gilt:

|f (`)| ≤ 1 für 0 ≤ ` ≤ k,

|f (k)(x)− f (k)(y)| ≤ |x− y|β−k für beliebige x, y ∈ [0, 1].

Dabei ist f (`) die `-te Ableitung von f mit f (0) := f . Zeigen Sie, dass

logN(ε,F(β), ρ) ≤ Aε−1/β für 0 < ε ≤ 1

mit einer Konstanten A > 0.

Aufgabe 6.4. Sei D eine Familie von Teilmengen von X , und sei D̃ die Menge der entsprechen-
den Indikatorfunktionen. Zeigen Sie, dass V (D) = V (sgr(D̃)).

Aufgabe 6.5. Sei F die Familie aller monoton wachsenden Funktionen f : R → [0, 1]. Bestim-
men Sie eine Konstante C > 0 derart, dass

logN(ε,F) ≤ Cε−1 für 0 < ε ≤ 1.
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Leiten Sie ein analoges Ergebnis für die Menge FR aller Funktionen f : R→ [0, R] mit Totalva-
riation TV(f,R) ≤ R her, siehe auch nachfolgende Aufgabe 6.6.

Sei F : R → [0,∞) messbar, und sei P ein Wahrscheinlichkeitsmaß mit P (F γ) < ∞ für ein
γ > 1. Bestimmen Sie eine sinnvolle Schranke für logN(ε,F , ρP ), 0 < ε ≤ 1, wobei F die
Menge aller monoton wachsenden Funktionen f : R→ R mit |f | ≤ F bezeichnet.

Aufgabe 6.6 (Totalvariation von Funktionen). Für ein Intervall J ⊂ R und eine Funktion f :

J → R definieren wir

TV(f, J) := sup
{ m∑
i=1

∣∣f(xi)− f(xi−1)
∣∣ :

m ∈ N; x0, x1, . . . , xm ∈ J ; x0 < x1 < · · · < xm

}
,

TV(±)(f, J) := sup
{ m∑
i=1

(
f(xi)− f(xi−1)

)±
:

m ∈ N; x0, x1, . . . , xm ∈ J ; x0 < x1 < · · · < xm

}
.

(a) Zeigen Sie, dass
TV(f, J) = TV(+)(f, J) + TV(−)(f, J).

(b) Zeigen Sie, dass

T (f, J) = T (f, J ∩ (−∞, b]) + T (f, J ∩ [b,∞)) für beliebige b ∈ R,

wobei T (f, ·) für TV(f, ·) oder TV(±)(f, ·) steht, und T (f, ∅) := 0.

(c) Sei f : R → R mit TV(f,R) < ∞. Zeigen Sie, dass Grenzwerte f(±∞) existieren. Zeigen
Sie ferner, dass

lim
b→−∞

T
(
f, (−∞, b]

)
= lim

b→∞
T
(
f, [b,∞)

)
= 0.

(d) Sei f : R→ R mit Grenzwert f(−∞) = 0 und TV(f,R) <∞. Zeigen Sie, dass

f(x) = TV(+)
(
f, (−∞, x]

)
− TV(−)(f, (−∞, x]

)
für alle x ∈ R.

Das heißt, f lässt als Differenz zweier monoton wachsender Funktionen f1, f2 darstellen, und
deren Grenzwerte erfüllen die Gleichungen f1(−∞) = f2(−∞) = 0 sowie f1(∞) + f2(∞) =

TV(f,R).

Aufgabe 6.7. Angenommen, der Kern k in Abschnitt 6.6 erfüllt folgende Bedingungen:

‖k‖ ≤ 1,

∫
k(z) dz = 1,

∫
zk(z) dz = 0 und

∫
|z|2|k(z)| dz < ∞.

Welche Konvergenzrate kann man für ‖p̂n − p‖ erzielen, wenn man voraussetzt, dass p diffe-
renzierbar ist mit Lipschitz-stetiger Ableitung ∇p : Rd → Rd ? Wie muss man die Bandweite
wählen, um diese zu erreichen?



Kapitel 7

Konvergenz in Verteilung

In diesem Kapitel behandeln wir die allgemeine Theorie der Verteilungskonvergenz beziehungs-
weise der schwachen Konvergenz. Im Hinblick auf empirische Prozesse betrachten wir von An-
fang an auch nicht-messbare Funktionen auf Wahrscheinlichkeitsräumen. Dieser Zugang geht auf
Jørgen Hoffmann-Jørgensen zurück und wurde unter anderem von Richard Dudley weiterent-
wickelt.

7.1 Äussere Erwartungswerte

Sei (Ω,A, IP) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum, und im Folgenden seien X,Y, Z generi-
sche beschränkte Funktionen von Ω nach R. Der äußere Erwartungswert von Y ist definiert als

IE∗(Y ) := inf
{

IE(X) : X messbar, X ≥ Y
}
.

Dies ist eine Verallgemeinerung der äußeren Wahrscheinlichkeit

IP∗(B) := inf
{

IP(A) : A ∈ A, A ⊃ B
}

einer Menge B ⊂ Ω, da IP∗(B) = IE∗(1B). Denn offensichtlich ist IE∗(1B) ≤ IP∗(B), und die
umgekehrte Ungleichung folgt aus der Tatsache, dass für messbare Funktionen X mit X ≥ 1B

stets X ≥ 1{X ≥ 1}, und B ⊂ {X ≥ 1} ∈ A.

Analog definiert man den inneren Erwartungswert von Y als

IE∗(Y ) := sup
{

IE(X) : X messbar, X ≤ Y
}

= − IE∗(−Y ),

und die innere Wahrscheinlichkeit von B ist gleich

IP∗(B) := sup
{

IP(A) : A ∈ A, A ⊂ B
}

=

{
1− IP∗(Ω \B),

IE∗(1B).

Die folgenden Eigenschaften der äußeren Erwartung kann man leicht nachweisen.

73
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Lemma 7.1. Das Funktional Y 7→ IE∗(Y ) ist sublinear, das heißt,

IE∗(rY ) = r IE∗(Y ) für beliebige r ≥ 0,

IE∗(Y + Z) ≤ IE∗(Y ) + IE∗(Z).

Insbesondere ist IE∗(Y ) + IE∗(−Y ) ≥ 0 mit Gleichheit, falls Y messbar ist. Ferner ist

IE∗(Y ) ≤ IE∗(Z) falls Y ≤ Z,

IE∗(r + Y ) = r + IE∗(Y ) für beliebige r ∈ R. �

Lemma 7.2. Im Falle Y ≥ 0 ist

IE∗(Y ) =

∫ ∞
0

IP∗(Y ≥ r) dr =

∫ ∞
0

IP∗(Y > r) dr.

Beweis. Sei X : Ω→ R messbar mit X ≥ Y . Für jede Zahl δ > 0 ist

Y ≤ δ

∞∑
i=0

1{Y > δi} und X ≥ δ

∞∑
i=1

1{X ≥ δi}.

Folglich ist

IE∗(Y ) ≤ δ

∞∑
i=0

IP∗(Y > δi) ≤ δ

∞∑
i=1

IP∗(Y > δi) + δ ≤
∫ ∞

0
IP∗(Y > r) dr + δ

und

IE(X) ≥ δ
∞∑
i=1

IP(X ≥ δi) ≥ δ
∞∑
i=1

IP∗(Y ≥ δi) ≥
∫ ∞

0
IP∗(Y ≥ r) dr − δ.

Für δ ↓ 0 und IE(X) ↓ IE∗(Y ) folgt die Behauptung.

7.2 Definition und Eigenschaften der Verteilungskonvergenz

Sei M eine Menge, versehen mit einer Metrik d und der entsprechenden Borel-σ-Algebra B(M).
Zunächst führen wir einige Bezeichnungen ein. Es seien

C(M) :=
{

stetige Funktionen auf M
}
,

Cb(M) :=
{

beschränkte, stetige Funktionen auf M
}
,

CLip(M) :=
{

Lipschitz-stetige Funktionen auf M
}
,

CLip(M, [0, 1]) :=
{
f ∈ CLip(M) : 0 ≤ f ≤ 1

}
.

Streng genommen, hängen all diese Funktionenklassen von der Metrik d oder zumindest von der
hiervon induzierten Topologie ab, doch wird diese Abhängigkeit nicht hervorgehoben. Desweite-
ren seien für x ∈M, ε ≥ 0 und ∅ 6= S ⊂M

d(x, S) := inf
y∈S

d(x, y) für x ∈M, S ⊂M,

U(S, ε) :=
{
y ∈M : d(y, S) < ε

}
,

B(S, ε) :=
{
y ∈M : d(y, S) ≤ ε

}
.
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Bekanntlich ist d(·, S) Lipschitzstetig mit Konstante Eins. Daher sind die Mengen U(S, ε) und
B(S, ε) offen bzw. abgeschlossen. Speziell ist U(x, ε) := U({x}, ε) und B(x, ε) := B({x}, ε)
die offene bzw. abgeschlossene Kugel um x mit Radius ε.

Ein M-Zufallselement ist eine Abbildung von einem Wahrscheinlichkeitsraum nach M. Eine
messbare Abbildung von einem Wahrscheinlichkeitsraum nach M heißt M-Zufallsvariable. Im
folgenden sei stets (Zn)n eine Folge von M-Zufallselementen, und Z sei eine M-Zufallsvariable.

Definition 7.3. Die Folge (Zn)n konvergiert in Verteilung gegen Z, falls

lim
n→∞

IE∗ f(Zn) = IE f(Z) für beliebige f ∈ Cb(M).

In Symbolen: Zn →L Z.

Die LimesvariableZ ist in Verteilung eindeutig, das heißt: Ist Z̃ eine weitere M-Zufallsvariable, so
dass Zn →L Z̃, dann ist L(Z̃) = L(Z). Äquivalent zu Zn →L Z ist, dass IE∗ f(Zn) → IE f(Z)

für alle f ∈ Cb(M), denn IE(−f)(Z) ist gleich − IE f(Z). Insbesondere hat (Zn)n dann folgende
Eigenschaft:

Definition 7.4. Die Folge (Zn)n heißt asymptotisch messbar, falls

lim
n→∞

(
IE∗ f(Zn)− IE∗ f(Zn)

)
= 0 für beliebige f ∈ Cb(M).

Man kann die Verteilungskonvergenz noch auf andere Arten charakterisieren, indem man nur Teil-
klassen von Cb(M), bestimmte Borelmengen oder halbstetige Funktionen betrachtet. Eine Funkti-
on f : M→ R heißt halbstetig von unten, falls für beliebige r ∈ R die Menge {f > r} offen ist.
Sie heißt halbstetig von oben, wenn −f halbstetig von unten ist.

Satz 7.5 (Portmanteau-Theorem). Die folgenden Aussagen über (Zn)n und Z sind äquivalent:

Zn →L Z;(7.1)

lim
n→∞

IE∗ f(Zn) = IE f(Z) für alle f ∈ CLip(M, [0, 1]);(7.2)

lim sup
n→∞

IP∗(Zn ∈ A) ≤ IP(Z ∈ A) für alle abgeschlossenen A ⊂M;(7.3)

lim inf
n→∞

IP∗(Zn ∈ U) ≥ IP(Z ∈ U) für alle offenen U ⊂M;(7.4)

lim sup
n→∞

IE∗ f(Zn) ≤ IE f(Z)(7.5)

für alle von oben halbstetigen, beschränkten f : M→ R;

lim inf
n→∞

IE∗ f(Zn) ≥ IE f(Z)(7.6)

für alle von unten halbstetigen, beschränkten f : M→ R;

lim
n→∞

IP∗(Zn ∈ B) = lim
n→∞

IP∗(Zn ∈ B) = IP(Z ∈ B)(7.7)

für alle B ∈ B(M) mit IP(Z ∈ ∂B) = 0.

Beweis des Portmanteau-Theorems. Offensichtlich folgt (7.2) aus (7.1). Die Äquivalenz von (7.3)
und (7.4) beziehungsweise von (7.5) und (7.6) ist leicht nachzuweisen. Ebenfalls trivial ist die
Tatsache, dass (7.1) aus (7.5-7.6) folgt.
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Angenommen es gilt (7.2). Für eine beliebige abgeschlossene Menge A ⊂ X und R > 0 sei
fR(x) := max

(
1−Rd(x,A), 0

)
. Dann ist 1A ≤ fR ∈ CLip(M, [0, 1]), und

lim sup
n→∞

IP∗(Zn ∈ A) ≤ lim
n→∞

IE∗ fR(Zn) = IE fR(Z).

Doch für R ↑ ∞ konvergiert die rechte Seite gegen IP(Z ∈ A), und somit folgt (7.3). Bei diesem
Beweisschritt hängt man über den “Kleiderbügel” 1A den “Mantel” fR, was eine von mehreren
Erklärungen für den Namen “Port(e)manteau-Theorem” ist.

Angenommen es gilt (7.3). Ist f eine von oben halbstetige Funktion auf M mit Werten in [a, b],
dann ergibt sich aus Lemma 7.1, Lemma 7.2 und dem Lemma von Fatou, dass

lim sup
n→∞

IE∗ f(Zn) = lim sup
n→∞

(
a+

∫ b

a
IP∗
(
f(Zn) ≥ t

)
dt
)

= a+ lim sup
n→∞

∫ b

a
IP∗
(
Zn ∈ {f ≥ t}

)
dt

≤ a+

∫ b

a
lim sup
n→∞

IP∗
(
Zn ∈ {f ≥ t}

)
dt

≤ a+

∫ b

a
IP
(
Z ∈ {f ≥ t}

)
dt

= IE f(Z),

also Aussage (7.6).

Zu zeigen bleibt die Äquivalenz von (7.3-7.4) und (7.7). Mit dem Abschluss B und dem Inneren
Bo von B ∈ B(M) folgt aus den Aussagen (7.3-7.4), dass

lim sup
n→∞

IP∗(Zn ∈ B) ≤ lim sup
n→∞

IP∗(Zn ∈ B) ≤ IP(Z ∈ B)

lim inf
n→∞

IP∗(Zn ∈ B) ≥ lim inf
n→∞

IP∗(Zn ∈ Bo) ≥ IP(Z ∈ Bo)

 = IP(Z ∈ B),

sofern IP(Z ∈ ∂B) = 0. Umgekehrt gelte Aussage (7.7). Für beliebige abgeschlossene Mengen
A ⊂ M sind die Mengen ∂B(A, ε) ⊂

{
d(·, A) = ε

}
, ε > 0, paarweise disjunkt. Folglich ist

IP
(
Z ∈ ∂B(A, ε)

)
= 0 für alle bis auf abzählbar viele ε > 0. Für solche ε > 0 ist

lim sup
n→∞

IP∗(Zn ∈ A) ≤ lim sup
n→∞

IP∗
(
Zn ∈ B(A, ε)

)
= IP

(
Z ∈ B(A, ε)

)
,

und für ε ↓ 0 ergibt sich Aussage (7.3).

Als Korollar zum Portmanteau-Theorem ergeben sich zwei Resultate, die in vielen statistischen
Anwendungen von Nutzen sind:

Korollar 7.6 (Slutzkis Lemma, I). Für n ∈ N sei Z̃n ein M-Zufallselement, das auf dem glei-
chen Wahrscheinlichkeitsraum wie Zn definiert ist. Angenommen (Zn)n konvergiert in Verteilung
gegen Z, und

d(Zn, Z̃n) →p 0;

das heißt, IP∗
(
d(Zn, Z̃n) > ε

)
→ 0 für beliebige ε > 0. Dann konvergiert auch Z̃n in Verteilung

gegen Z.
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Korollar 7.7 (Slutzkis Lemma, II). Sei (M, |·|) ein normierter Raum. Für n ∈ N seiLn : M→M
ein zufälliger linearer Operator, definiert auf dem gleichen Wahrscheinlichkeitsraum wie Zn, so
dass

‖Ln − Id‖ = sup
x∈M : |x|≤1

|Lnx− x| →p 0.

Dann folgt aus Zn →L Z, dass auch LnZn →L Z.

Beweis von Korollar 7.6. Für beliebige f ∈ CLip(M, [0, 1]) mit Lipschitzkonstante c und ε > 0

ist ∣∣IE∗ f(Zn)− IE∗ f(Z̃n)
∣∣

≤ IE∗
∣∣f(Zn)− f(Z̃n)

∣∣
≤ IE∗ 1

{
d(Zn, Z̃n) ≤ ε

}∣∣f(Zn)− f(Z̃n)
∣∣+ IP∗

(
d(Zn, Z̃n) > ε

)
≤ cε+ o(1).

Beweis von Korollar 7.7. Es genügt zu zeigen, dass |LnZn − Zn| →p 0. Doch für jedes feste
ε > 0 und beliebige δ > 0 ist

lim sup
n→∞

IP∗
(
|LnZn − Zn| ≥ ε

)
≤ lim sup

n→∞
IP∗(‖Ln − Id‖ ≥ δ) + lim sup

n→∞
IP∗(|Zn| ≥ ε/δ)

≤ 0 + IP(|Z| ≥ ε/δ),

und die rechte Seite konvergiert gegen Null für δ ↓ 0.

7.3 Stetige und asymptotisch stetige Abbildungen

In diesem Abschnitt seien (M, d) und (M̃, d̃) zwei metrische Räume, und (Zn)n sei stets eine
Folge von M-Zufallselementen, die in Verteilung gegen eine M-wertige Zufallsvariable Z konver-
giert. Eine erste Frage ist, für welche AbbildungenH : M→ M̃ folgt, dass (H(Zn))n →L H(Z).
Man kann leicht nachweisen, dass alle stetigen Abbildungen H dies leisten. Diese Aussage lässt
sich noch etwas verallgemeinern:

Satz 7.8 (von der stetigen Abbildung). Die Menge Mo aller Stetigkeitsstellen von H ist eine
Borelmenge in M. Falls Z nur Werte in Mo annimmt, konvergiert (H(Zn))n in Verteilung gegen
H(Z).

Beweis des Satzes von der stetigen Abbildung. Wir beweisen nur die Aussage, dass Mo eine Bo-
relmenge ist, denn die Konvergenz in Verteilung von H(Zn) ergibt sich aus dem allgemeineren
Satz von Rubin (Satz 7.9).

Ein Punkt x ∈ M gehört zu Mo genau dann, wenn zu jedem k ∈ N ein ` ∈ N existiert derart,
dass d̃(H(y), H(z)) ≤ k−1 für alle y, z ∈ U(x, `−1). Mit anderen Worten, x gehört nicht zu
Mo, falls für ein k ∈ N und beliebige ` ∈ N zwei Punkte y, z ∈ M existieren derart, dass
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d̃(H(y), H(z)) > k−1 aber x ∈ U(y, `−1) ∩ U(z, `−1). Somit lässt sich M \Mo schreiben als⋃
k∈N

⋂
`∈NWk,` mit den offenen Mengen

Wk,` :=
⋃

y,z∈M : d̃(H(y),H(z))>k−1

U(y, `−1) ∩ U(z, `−1).

Satz 7.8 ist ein Spezialfall eines noch allgemeineren Resultates über Folgen von Abbildungen:

Satz 7.9 (Rubin). Für n ∈ N sei Hn eine Abbildung von M nach M̃. Angenommen, für alle
Punkte x in einer Borelmenge Mo ⊂M existiert

H(x) := lim
n→∞,y→x

Hn(y).

Dann ist H : Mo → M̃ stetig. Falls Z nur Werte in Mo annimmt, konvergiert (Hn(Zn))n in
Verteilung gegen H(Z).

Anmerkung 7.10. Ist (M̃, d̃) vollständig, so ist die Menge Mo aller x ∈M derart, dass

H(x) := lim
n→∞,y→x

Hn(y)

existiert, eine Borelmenge in (M, d). Denn ein Punkt x gehört zu M \Mo genau dann, wenn

lim
`→∞

sup
m,n≥`; y,z∈U(x,`−1)

d̃(Hm(y), Hn(z)) > 0.

Folglich kann man M \Mo darstellen als
⋃
k∈N

⋂
`∈NWk,` mit den offenen Mengen

Wk,` :=
⋃

m,n≥`; y,z∈M : d̃(Hm(y),Hn(z))>k−1

U(y, `−1) ∩ U(z, `−1).

Beweis von Satz 7.9. Für beliebiges festes ε > 0 ist

Mo =
⋃
`∈N

Vε,`,

wobei
Vε,` :=

{
x ∈Mo : d̃(H(x), Hn(y)) ≤ ε für alle n ≥ `, y ∈ U(x, `−1)

}
.

Insbesondere ist d̃(H(x), H(y)) ≤ ε, falls x ∈ Vε,` und y ∈ Mo ∩ U(x, `−1). Dies impliziert die
Stetigkeit vonH . Ferner ergibt sich für beliebige abgeschlossene Mengen Ã ⊂ M̃ und ` ∈ N, dass

lim sup
n→∞

IP∗
(
Hn(Zn) ∈ Ã

)
≤ lim sup

n→∞
IP∗
(
Zn 6∈ U(Vε,`, `

−1)
)

+ lim sup
n→∞

IP∗
(
Zn ∈ U(Vε,`, `

−1) und Hn(Zn) ∈ Ã
)

≤ IP(Z 6∈ Vε,`) + lim sup
n→∞

IP∗
(
Zn ∈ U(Vε,`, `

−1) und Hn(Zn) ∈ Ã
)

≤ IP(Z 6∈ Vε,`) + lim sup
n→∞

IP∗
(
Zn ∈ B

(
H−1(B(Ã, ε)), `−1

))
≤ IP(Z 6∈ Vε,`) + IP

(
Z ∈ B

(
H−1(B(Ã, ε)), `−1

))
.
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Die zweite und vierte Ungleichung folgen aus dem Portmanteau-Theorem. Die dritte Ungleichung
ergibt sich wie folgt: Ist Zn ∈ U(Vε,`, `

−1) und Hn(Zn) ∈ Ã, dann existiert ein x ∈ Vε,` mit
Zn ∈ U(x, `−1). Insbesondere ist d̃(H(x), Hn(Zn)) ≤ ε, sobald n ≥ `, also H(x) ∈ B(Ã, ε)

und Zn ∈ U
(
H−1(B(Ã, ε)), `−1

)
.

Doch wegen der Stetigkeit von H ist H−1(B(Ã, ε)) = Aε ∩Mo für eine abgeschlossene Menge
Aε ⊂M. Folglich ist

IP(Z 6∈ Vε,`) + IP
(
Z ∈ B

(
H−1(B(Ã, ε)), `−1

))
≤ IP(Z 6∈ Vε,`) + IP

(
Z ∈ B(Aε, `

−1)
)

→ IP(Z ∈ Aε) (`→∞)

= IP(Z ∈ Aε ∩Mo)

= IP
(
H(Z) ∈ B(Ã, ε)

)
→ IP

(
H(Z) ∈ Ã

)
(ε ↓ 0).

Hadamard-differenzierbare Funktionale. Eine typische Anwendungssituation von Satz 7.9
sind Hadamard-differenzierbare Funktionale. Seien M und M̃ normierte Vektorräume; die Norm
bezeichnen wir in beiden Fällen mit ‖ · ‖. Eine Abbildung T : M → M̃ heißt Gateaux-differen-
zierbar an der Stelle xo ∈ M, falls es einen linearen Operator DT (xo, ·) : M → M̃ gibt derart,
dass

lim
t↓0

t−1
(
T (xo + tv)− T (xo)

)
−DT (xo, v) = 0

für beliebige v ∈ M. Die Abbildung heißt Fréchet-differenzierbar an der Stelle xo ∈ M, falls die
lineare Abbildung DT (xo, ·) sogar stetig ist und

lim
t↓0

sup
v∈B

∥∥∥t−1
(
T (xo + tv)− T (xo)

)
−DT (xo, v)

∥∥∥ = 0

für jede beschränkte Teilmenge B von M. Man kann leicht zeigen, dass dies gleichbedeutend mit
folgender Aussage ist:

lim
M\{0}3v→0

‖v‖−1
∥∥T (xo + v)− T (xo)−DT (xo, v)

∥∥ = 0

Nun gibt es noch eine Abschwächung der Fréchet-Differenzierbarkeit, die in einigen statistischen
Anwendungen nachweisbar und ausreichend ist: Die Abbildung T heißt Hadamard-differenzierbar
an der Stelle xo ∈M, falls es eine stetige lineare Abbildung DT (xo, ·) : M→ M̃ gibt derart, dass

lim
t↓0

sup
v∈K

∥∥∥t−1
(
T (xo + tv)− T (xo)

)
−DT (xo, v)

∥∥∥ = 0

für jede kompakte Teilmenge K von M. In Aufgabe 7.1 wird gezeigt, dass diese Aussage gleich-
bedeutend ist mit folgender Charakterisierung: Es existiert eine lineare Abbildung DT (xo, ·) :

M→ M̃ derart, dass

lim
λ→∞,w→v

λ
(
T (xo + λ−1w)− T (xo)

)
= DT (xo, v) für beliebige v ∈M.
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Der Spezialfall, dass M = `∞(T ). Seien M und Mo ⊂ M abgeschlossene lineare Teilräume
von `∞(T ), versehen mit der Supremumsnorm ‖ · ‖ = ‖ · ‖T . Für ein festes F ∈ `∞(T ) sei
T ein reellwertiges Funktional auf dem affinen Raum F + M. Ferner sei (F̂n)n eine Folge von
(F + M)-Zufallselementen, so dass gilt:

Zn :=
√
n(F̂n − F ) →L Z

mit einer Mo-Zufallsvariablen Z. Oftmals existiert der Grenzwert

H(x) := lim
λ→∞,y→x

λ
(
T (F + λ−1y)− T (F )

)
für beliebige x ∈ Mo, wobei λ eine positive reelle Zahl und y eine Funktion aus M bezeichnen.
Ist H linear auf Mo, dann nennt man T Hadamard-differenzierbar (kompakt differenzierbar) im
Punkt F tangential zu Mo. Mit Hn(y) :=

√
n
(
T (F + y/

√
n) − T (F )

)
folgt dann aus Satz 7.9,

dass
√
n
(
T (F̂n)− T (F )

)
= Hn(Zn) →L H(Z).

Beispiel 7.11. Sei T (G) := supt∈T G(t). Ferner sei ρ eine Metrik auf T . Angenommen, F erfüllt
die folgenden zwei Bedingungen:

K :=
{
t ∈ T : F (t) = T (F )

}
ist nichtleer und kompakt bezüglich ρ;

sup
t∈T :ρ(t,K)≥δ

F (t) < T (F ) für beliebige δ > 0.

Dann ist

lim
λ→∞,y→x

λ
(
T (F + λ−1y)− T (F )

)
= max

t∈K
x(t)

für beliebige Funktionen x ∈ `∞(T ), welche in jedem Punkt t ∈ K stetig sind. Die Menge Mo

all dieser Funktionen ist ein abgeschlossener linearer Teilraum von M; siehe Aufgabe 7.2.

Beweis. Für beliebige δ > 0 gilt:

λ
(

sup
t∈T :ρ(t,K)≥δ

(F + λ−1y)(t)− T (F )
)
≤ λ

(
sup

t∈T :ρ(t,K)≥δ
F (t)− T (F )

)
+ ‖y‖

→ −∞ für λ→∞ und y → x,

λ
(

sup
t∈T :ρ(t,K)<δ

(F + λ−1y)(t)− T (F )
)
≤ sup

t∈T :ρ(t,K)<δ
y(t)

→ max
t∈K

x(t) für y → x und δ ↓ 0,

λ
(

sup
t∈T

(F + λ−1y)(t)− T (F )
)
≥ λ

(
sup
t∈K

(F + λ−1y)(t)− T (F )
)

= sup
t∈K

y(t)

→ max
t∈K

x(t) für y → x.
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Beispiel 7.12. Sei T = R, sei M die Menge aller x ∈ `∞(R), so dass x(r) → 0 für |r| → ∞,
und sei F eine feste Verteilungsfunktion. Für 0 < β < 1 und G ∈ F + M sei

T (G) := inf
{
r ∈ R : G(r) ≥ β

}
,

das “β-Quantil” von G. Angenommen,

F (r) = β + c(r − T (F )) + o(|r − T (F )|) für r → T (F )

mit c > 0. Dann ist

lim
λ→∞,y→x

λ
(
T (F + λ−1y)− T (F )

)
= −x(T (F ))

c

für beliebige Funktionen x ∈M, welche in T (F ) stetig sind.

Beweis. Für beliebige δ > ‖x‖/c gilt:

λ
(

sup
r≤T (F )−λ−1δ

(F + λ−1y)(r)− β
)
≤ λ

(
F
(
T (F )− λ−1δ

)
− β

)
+ ‖y‖

→ −cδ + ‖x‖ (λ→∞, y → x)

< 0,

λ
(

inf
r≥T (F )+λ−1δ

(F + λ−1y)(r)− β
)
≥ λ

(
F
(
T (F ) + λ−1δ

)
− β

)
− ‖y‖

→ cδ − ‖x‖ (λ→∞, y → x)

> 0,

und
λ
(

(F + λ−1y)
(
T (F ) + λ−1s

)
− β

)
→ cs+ x(T (F )) (λ→∞, y → x)

gleichmäßig in s ∈ [−δ, δ].

Beispiel 7.13. (Die Länge des “Shorth”, Grübel 1988) Seien T = R, F und M wie in Bei-
spiel 7.12. Für G ∈ F + M sei nun

T (G) := inf
{
u− t : −∞ < t < u <∞, G(u)−G(t) ≥ 1/2

}
,

ein robustes “Skalenfunktional”. Ein Intervall [t, u] mit G(u) − G(t) ≥ 1/2 und u − t = T (G)

ist ein “shorth” (shortest interval with probability at least one half) von G. Angenommen, F hat
eine stetige Dichte f derart, dass {f > 0} = (a, b). Ferner sei f streng monoton wachsend
auf (a,m(F )] und streng monoton fallend auf [m(F ), b) für ein m(F ) ∈ (a, b). Für jedes feste
δ ∈ (0, b − a) hat dann die Funktion r 7→ F (r + δ) − F (r − δ) ein eindeutiges Maximum an
der Stelle rδ, so dass f(rδ + δ) = f(rδ − δ). Insbesondere ist T (F ) = 2δo, wobei ro = rδo und
δo > 0 eindeutig charakterisiert werden durch

f(ro + δo) = f(ro − δo) und F (ro + δo)− F (ro − δo) = 1/2.

Hier kann man zeigen, dass

(7.8) lim
λ→∞,y→x

λ
(
T (F + λ−1y)− T (F )

)
=

x(ro − δo)− x(ro + δo)

f(ro + δo)

für beliebige x ∈M, welche in ro ± δo stetig sind (Aufgabe 7.4).
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7.4 Gleichmässige Konvergenz

Sei F eine Familie von messbaren, beschränkten Funktionen f auf M. Der Satz von der stetigen
Abbildung impliziert, dass IE∗ f(Zn) → IE f(Z), falls Zn →L Z und f L(Z)-fast überall stetig
ist. Das kann man auch wie folgt formulieren:

lim
δ↓0

IP
(

sup
x,y∈U(Z,δ)

(f(x)− f(y)) > ε
)

= 0 für beliebige ε > 0.

(Als Funktion von z ist supx,y∈U(z,δ)(f(x) − f(y)) von unten halbstetig.) Nun geht es um die
Frage, unter welchen Voraussetzungen IE∗ f(Zn) − IE f(Z) gleichmäßig in f ∈ F gegen Null
konvergiert.

Satz 7.14 (Billingsley, Topsøe 1967). Angenommen, IP(Z ∈ Mo) = 1 für eine separable Borel-
menge Mo ⊂M. Folgende zwei Bedingungen an F und L(Z) sind äquivalent:

(7.9) sup
f∈F

∣∣IE∗ f(Zn)− IE f(Z)
∣∣ → 0 wann immer Zn →L Z.

sup
f∈F

sup
x,y∈M

(f(x)− f(y)) < ∞ und(7.10)

lim
δ↓0

sup
f∈F

IP
(

sup
x,y∈U(Z,δ)

(f(x)− f(y)) > ε
)

= 0 für beliebige ε > 0.

Dieser Satz verallgemeinert folgendes Resultat:

Korollar 7.15 (Rao 1962). Angenommen, IP(Z ∈ Mo) = 1 für eine separable Borelmenge
Mo ⊂ M. Sei supf∈F supx,y∈M(f(x) − f(y)) < ∞, und F sei in jedem Punkt x ∈ Mo gleich-
gradig stetig. Das heißt,

lim
δ↓0

sup
f∈F ,y∈U(x,δ)

∣∣f(y)− f(x)
∣∣ = 0 für beliebige x ∈Mo.

Dann folgt aus Zn →L Z, dass

sup
f∈F

∣∣IE∗ f(Zn)− IE f(Z)
∣∣ → 0.

Ein spezielles Beispiel für F in Korollar 7.15 ist die Klasse aller Funktionen f auf M mit |f(x)| ≤
1 und |f(x)− f(y)| ≤ d(x, y) für alle x, y ∈M.

Korollar 7.16. Angenommen, IP(Z ∈ Mo) = 1 für eine separable Borelmenge Mo ⊂ M. Dann
folgt aus Zn →L Z, dass

sup
A⊂M

(
IP∗(Zn ∈ A)− IP(Z ∈ U(A, ε))

)+ → 0 für beliebige ε > 0.

Korollar 7.17. Angenommen, M = Rd und

IP(Z ∈ ∂H) = 0 für beliebige Halbräume H ⊂ Rd.
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Dann folgt aus Zn →L Z, dass

sup
Halbräume H⊂Rd

∣∣IP∗(Zn ∈ H)− IP(Z ∈ H)
∣∣ → 0.

Beweis von Satz 7.14. Zunächst weisen wir die Notwendigkeit von (7.10) für (7.9) nach. Ange-
nommen die erste Teilbedingung von (7.10) ist nicht erfüllt. Dann existieren Folgen (fn)n in F
und (x1n)n, (x2n)n in M mit

1 ≤ rn := fn(x1n)− fn(x2n) → ∞.

Nun seien (Z
(1)
n )n und (Z

(2)
n )n Folgen von Zufallsvariablen mit

L(Z(j)
n ) :=

(
1− 1
√
rn

)
L(Z) +

1
√
rn
δxjn .

Beide Folgen konvergieren in Verteilung gegen Z, aber

IE fn(Z(1)
n )− IE fn(Z(2)

n ) =
√
rn → ∞.

Folglich kann dann auch (7.9) nicht erfüllt sein. Angenommen, die zweite Teilbedingung von
(7.10) ist nicht erfüllt. Dann existiert ein εo > 0 und eine Folge (fn)n in F mit

IP
(

sup
x,y∈U(Z,1/n)

(fn(x)− fn(y)) > εo

)
≥ εo für alle n.

Nun seien X(1)
n , X

(2)
n : M→M Abbildungen mit

X(j)
n (z) ∈ U(z, n−1) und fn(X(1)

n (z))− fn(X(2)
n (z)) ≥ 1

2
sup

x,y∈U(z,1/n)
(fn(x)− fn(y))

für beliebige z ∈ M. Dann sind Z(j)
n := X

(j)
n (Z) M-Zufallselemente mit d(Z

(j)
n , Z) < n−1, also

Z
(j)
n →L Z nach Korollar 7.6. Aber Aussage (7.9) kann nicht erfüllt sein, da

IE∗ fn(Z(1)
n )− IE∗ fn(Z(2)

n ) ≥ IE∗
(
fn(Z(1)

n )− IE∗ fn(Z(2)
n )
)

≥ εo
2

IP
(

sup
x,y∈U(Z,1/n)

(fn(x)− fn(y)) > εo

)
≥ ε2o

2
.

Somit ist Bedingung (7.10) notwendig für (7.9).

Eine Frage, der wir hier nicht nachgehen, ist: Kann man erreichen, dass die X(j)
n messbar sind?

Dann wären die Z(j)
n sogar Zufallsvariablen.

Angenommen es gilt (7.10). Die Wahrheit von Aussage (7.9) bleibt unverändert, wenn man jede
Funktion f ∈ F mit einer Konstanten c > 0 multipliziert und eine Konstante af addiert. Daher
nehmen wir ohne Einschränkung an, dass 0 ≤ f ≤ 1 für alle f ∈ F . Für δ > 0 gibt es paarweise
disjunkte Borelmengen Bδ,1, Bδ,2, Bδ,3, . . . mit folgenden Eigenschaften:

sup
x,y∈Bδ,k

d(x, y) <
δ

2
, IP(Z ∈ ∂Bδ,k) = 0 und Mo ⊂

⋃
`∈N

Bδ,`.



84 KAPITEL 7. KONVERGENZ IN VERTEILUNG

Sei nämlich {xk : k ∈ N} eine dichte Teilmenge von Mo. Für jedes k existiert ein δk ∈ [δ/8, δ/4)

mit IP(Z ∈ ∂B(xk, δk)) = 0. Dann haben die Mengen Bδ,1 := B(x1, δ1) und Bδ,k+1 :=

B(xk+1, δk+1) \
⋃
`≤k B(x`, δ`) die gewünschten Eigenschaften. Nun gilt für beliebige N ∈ N,

ε > 0 und f ∈ F :

IE∗ f(Zn) ≤ IP∗
(
Zn 6∈

⋃
k≤N

Bδ,k

)
+
∑
k≤N

IP∗(Zn ∈ Bδ,k) sup
x∈Bδ,k

f(x)

≤ IP∗
(
Zn 6∈

⋃
k≤N

Bδ,k

)
+
∑
k≤N

∣∣IP∗(Zn ∈ Bδ,k)− IP(Z ∈ Bδ,k)
∣∣

+
∑
k≤N

IP(Z ∈ Bδ,k) sup
x∈Bδ,k

f(x).

Ferner ist

IE f(Z) ≥
∑
k≤N

IP(Z ∈ Bδ,k) inf
x∈Bδ,k

f(x)

=
∑
k≤N

IP(Z ∈ Bδ,k) sup
x∈Bδ,k

f(x)−
∑
k≤N

IP(Z ∈ Bδ,k) sup
x,y∈Bδ,k

(f(x)− f(y))

≥
∑
k≤N

IP(Z ∈ Bδ,k) sup
x∈Bδ,k

f(x)− ε− IP
(

sup
x,y∈U(Z,δ)

(f(x)− f(y)) > ε
)

≥
∑
k≤N

IP(Z ∈ Bδ,k) sup
x∈Bδ,k

f(x)− ε− sup
g∈F

IP
(

sup
x,y∈U(Z,δ)

(g(x)− g(y)) > ε
)
.

Denn für beliebige z ∈ Bδ,k ist Bδ,k ⊂ U(z, δ), so dass aus supx,y∈Bδ,k(f(x) − f(y)) > ε folgt,
dass auch supx,y∈U(z,δ)(f(x) − f(y)) > ε. Falls also Zn →L Z, so folgt aus dem Portmanteau-
Theorem, dass

sup
f∈F

(
IE∗ f(Zn)− IE f(Z)

)
≤ IP∗

(
Zn 6∈

⋃
k≤N

Bδ,k

)
+
∑
k≤N

∣∣IP∗(Zn ∈ Bδ,k)− IP(Z ∈ Bδ,k)
∣∣

+ ε+ sup
g∈F

IP
(

sup
x,y∈U(Z,δ)

(g(x)− g(y)) > ε
)

→ IP
(
Z 6∈

⋃
k≤N

Bδ,k

)
+ ε+ sup

f∈F
IP
(

sup
x,y∈U(Z,δ)

(f(x)− f(y)) > ε
)

→ 0 (N →∞; dann δ ↓ 0; dann ε ↓ 0).

Ersetzt man f ∈ F durch 1− f , dann folgt analog, dass

lim sup
n→∞

sup
f∈F

(
IE f(Z)− IE∗ f(Zn)

)
= lim sup

n→∞
sup
f∈F

(
IE∗(1− f)(Zn)− IE(1− f)(Z)

)
≤ 0.

Beweis von Korollar 7.15. Aus der gleichgradigen Stetigkeit von F in jedem Punkt von Mo folgt,
dass

Mo ⊂
⋃
δ>0

{
z ∈M : sup

f∈F ,x,y∈U(z,δ)
(f(x)− f(y)) ≤ ε

}
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für beliebige ε > 0, und dies impliziert den zweiten Teil von Bedingung (7.10) für beliebige
Mo-Zufallsvariablen Z.

Beweis von Korollar 7.16.. Für beliebiges festes ε > 0 und A ⊂M ist

1A ≤ fA :=
(
1− d(·, A)/ε

)+ ≤ 1U(A,ε),

und fA ist Lipschitz-stetig mit Konstante 1/ε. Folglich ist IP∗(Zn ∈ A) − IP(Z ∈ U(A, ε)) ≤
IE∗ fA(Zn) − IE fA(Z), und die Behauptung folgt aus Korollar 7.15, angewandt auf F := {fA :

A ⊂M}.

Beweis von Korollar 7.17. Nach Korollar 7.16 genügt es zu zeigen, dass

sup
Halbräume H⊂Rd

IP
(
Z ∈ U(H, ε) \H

)
→ 0 für ε ↓ 0.

Diese Aussage ist Bestandteil von Aufgabe 7.5.

7.5 Schwache Konvergenz (in Wahrscheinlichkeit)

Seien P und Pn, n ∈ N, Wahrscheinlichkeitsmaße auf M. Dann konvergiert die Folge (Pn)n

schwach gegen P , falls

lim
n→∞

∫
f dPn =

∫
f dP für beliebige f ∈ Cb(M).

In Symbolen: Pn →w P . Mit Zufallsvariablen Z ∼ P und Zn ∼ Pn ist dies äquivalent zu Zn →L
Z. Folglich kann man alle bisherigen Resultate über Verteilungskonvergenz umformulieren in
Resultate über schwache Konvergenz.

Angenommen, man ersetzt die Pn durch zufällige Wahrscheinlichkeitsmaße P̃n. Das bedeutet,
jedes P̃n ist eine Abbildung von einem Wahrscheinlichkeitsraum in die Menge der Wahrschein-
lichkeitsmaße auf B(M). Eine naheliegende Verallgemeinerung der schwachen Konvergenz ist die
schwache Konvergenz in Wahrscheinlichkeit : Die Folge (P̃n)n konvergiert schwach gegen P in
Wahrscheinlichkeit, wenn∫

f dP̃n →p

∫
f dP für beliebige f ∈ Cb(M).

In Symbolen: P̃n →w,p P . Man kann alle bisherigen Resultate auf zufällige Folgen (P̃n)n über-
tragen.

Zum Beispiel besagt hier das Portmanteau-Theorem unter anderem, dass P̃n →w,p P genau dann,
wenn (

P̃n(A)− P (A)
)+ →p 0 für beliebige abgeschlossene Mengen A ⊂M.
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Ferner folgt aus der schwachen Konvergenz von (P̃n)n gegen P in Wahrscheinlichkeit, dass

sup
f∈F

∣∣∣∫ f dP̃n −
∫
f dP

∣∣∣ →p 0,

vorausgesetzt, P ist auf einer separablen Borelmenge Mo ⊂ M konzentriert, und die Funktionen-
familie F erfüllt Bedingung (7.10) mit Z ∼ P .

Im Falle X = M konvergiert (P̂n)n schwach gegen P in Wahrscheinlichkeit. Denn für beliebige
Funktionen f ∈ L2(P ) ist

IE P̂n(f) = P (f) und Var(P̂n(f)) =
(
P (f2)− P (f)2

)
/2 = O(1/n).

Insofern bietet Satz 7.14 eine andere Möglichkeit, um uniforme Konsistenz von P̂n nachzuweisen.

7.6 Straffheit

Im folgenden sei Mo eine feste Borelmenge in M.

Definition 7.18. Die Zufallsvariable Z heißt straff auf Mo, wenn zu jedem ε > 0 ein Kompaktum
K ⊂Mo existiert, so dass

IP(Z 6∈ K) ≤ ε.

Mit anderen Worten, es gibt eine σ-kompakte Teilmenge von Mo, die Z mit Wahrscheinlichkeit
Eins enthält.

Definition 7.19. Die Folge (Zn)n heißt asymptotisch straff auf Mo, wenn zu jedem ε > 0 ein
Kompaktum K ⊂Mo existiert, so dass

lim sup
n→∞

IP∗(Zn 6∈ U) ≤ ε für alle offenen U ⊃ K.

Im Falle von Mo = M spricht man einfach von “Straffheit” anstelle von “Straffheit auf Mo”.

Satz 7.20 (Prohorov, LeCam). Angenommen die Folge (Zn)n ist sowohl asymptotisch messbar
als auch asymptotisch straff auf Mo. Dann existiert zu jeder Teilfolge von (Zn)n eine Teilteilfolge,
welche in Verteilung gegen eine auf Mo straffe Zufallsvariable konvergiert.

Eine naheliegende Frage ist, ob Straffheit beziehungsweise asymptotische Straffheit sehr spezielle
Eigenschaften sind. Aus dem Portmanteau-Theorem folgt direkt, dass die Folge (Zn)n asympto-
tisch straff ist auf Mo, sofern sie in Verteilung gegen eine auf Mo straffe Zufallsvariable konver-
giert. Unter gewissen Voraussetzungen an den Teilraum Mo ist jede Mo-Zufallsvariable notwendig
straff, und es gibt auch ein einfacheres Kriterium für asymptotische Straffheit.

Satz 7.21 (Prohorov, LeCam). Sei Mo separabel und vollständig bezüglich der Metrik d.

(I) Angenommen zu jeder Teilfolge von (Zn)n existiert eine Teilteilfolge, welche in Verteilung ge-
gen eine Mo-Zufallsvariable konvergiert. Dann ist (Zn)n asymptotisch straff auf Mo. Sind darüber
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hinaus alle Zn Mo-Zufallsvariablen, dann gibt es sogar zu jedem ε > 0 ein Kompaktum K ⊂ Mo

mit

sup
n∈N

IP(Zn 6∈ K) ≤ ε.

(II) Angenommen zu jedem ε > 0 existiert ein Kompaktum K ⊂Mo mit

lim sup
n→∞

IP∗
(
Zn 6∈ U(K, ε)

)
≤ ε.

Dann ist die Folge (Zn)n asymptotisch straff auf Mo.

Beweis von Satz 7.20. Für ` ∈ N sei K` ⊂Mo kompakt, so dass

lim sup
n→∞

IP∗{Zn 6∈ U} ≤ `−1 für alle offenen U ⊃ K`.

Erster Schritt: Zu jeder Teilfolge von (Zn)n existiert eine Teilteilfolge (Zn(k))k, so dass für belie-
bige f ∈ Cb(M) der Grenzwert

L(f) := lim
k→∞

IE∗ f(Zn(k))

existiert.

Beweis: Bekanntlich ist
(
Cb(M), ‖ · ‖K`

)
separabel; siehe auch Abschnitt 7.7. Folglich kann man

eine abzählbare Teilmenge G` von Cb(M) mit folgender Eigenschaft konstruieren: Für beliebige
f ∈ Cb(M) und ε > 0 existiert ein g ∈ G` mit

‖f − g‖K` ≤ ε und ‖g‖M = ‖g‖K` .

Nach dem zweiten Cantorschen Diagonalverfahren existiert zu jeder Teilfolge von (Zn)n eine
Teilteilfolge (Zn(k))k, so dass die Folge

(
IE∗ g(Zn(k))

)
k

für beliebige g in der abzählbaren Menge⋃∞
`=1 G` konvergiert. Doch dann konvergiert sogar

(
IE∗ f(Zn(k))

)
k

für beliebige f ∈ Cb(M).
Denn zu beliebigem ` ∈ N und ε > 0 sei g ∈ G` wie oben. Dann ist∣∣IE∗ f(Zn)− IE∗ g(Zn)

∣∣ ≤ ‖f − g‖U(K`,δ) + (2‖f‖M + ε)/`+ o(1)

für beliebige δ > 0. Wegen der Kompaktheit von K` konvergiert ‖f − g‖U(K`,δ) gegen ‖f − g‖K`
für δ ↓ 0. Folglich ist

lim sup
j,k→∞

∣∣∣IE∗ f(Zn(j))− IE∗ f(Zn(k))
∣∣∣ ≤ 2ε+ 2(2‖f‖M + ε)/`.

Für `→∞ und ε ↓ 0 folgt, dass
(
IE∗ f(Zn(k))

)
k

eine Cauchyfolge ist, also konvergiert.

Zweiter Schritt: Das Funktional Cb(M) 3 f 7→ L(f) aus dem ersten Schritt ist eine Linearform,
so dass gilt: L(f) ≥ 0, falls f ≥ 0, L(1) = 1, und

(7.11) L(f) ≤ ‖f‖K` + ‖f‖M/` für alle ` ∈ N und f ∈ Cb(M).
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Beweis: Aus Lemma 7.1 folgt, dass L sublinear ist, das heißt, L(rf) = rL(f) und L(f + g) ≤
L(f) + L(g) für r ≥ 0 und f, g ∈ Cb(M). Denn alle Funktionale IE∗ f(Zn) haben diese Eigen-
schaft. Außerdem ist offensichtlich L(f) ≥ 0, falls f ≥ 0, und L(1) = 1. Doch die asympto-
tische Meßbarkeit von (Zn)n impliziert, dass stets L(f) = −L(−f). Zusammen mit der Subli-
nearität folgt daraus die Linearität von L. Aus der Konstruktion der Mengen K` folgt, dass stets
L(f) ≤ ‖f‖K` + ‖f‖M/` für alle ` ∈ N; siehe auch den Beweis des ersten Schrittes.

Dritter und letzter Schritt: Es existiert ein Wahrscheinlichkeitsmaß Q auf B(M), so dass

L(f) =

∫
f dQ für alle f ∈ Cb(M),

und Q(M \K`) ≤ `−1 für alle ` ∈ N. Insbesondere konvergiert (Znk)k in Verteilung gegen eine
M-Zufallsvariable Z mit L(Z) = Q, welche auf Mo straff ist.

Beweis: Aus (7.11) und dem Satz von Dini folgt, dass

L(f) = lim
m→∞

L(fm)

für jede Folge (fm)m in Cb(M), welche punktweise monoton wachsend gegen f ∈ Cb(M) kon-
vergiert. Denn für beliebige ` ∈ N ist

lim sup
m→∞

∣∣L(f)− L(fm)
∣∣ ≤ lim sup

m→∞
‖f − fm‖K` + ‖f − f1‖M/` (nach (7.11))

= ‖f − f1‖M/` (Satz von Dini)

→ 0 für `→∞.

Nach dem Satz von Daniell-Port-Stone aus der Maßtheorie existiert ein Wahrscheinlichkeitsmaß
Q auf B(M) mit L(f) =

∫
f dQ für alle f ∈ Cb(M); siehe auch die nachfolgende Beweisskizze.

Insbesondere ist Q(M \K`) gleich dem Grenzwert limk→∞ L
(
min(kd(·,K`), 1)

)
≤ `−1.

Konstruktion von Q im Beweis von Satz 7.20. Für offene Mengen U ⊂M sei

Q(U) := sup
{
L(f) : f ∈ C(M), 0 ≤ f ≤ 1U

}
.

Für beliebige Mengen S ⊂M definiert

Q(S) := inf
{
Q(U) : U ⊃ S,U offen

}
ein äußeres Wahrscheinlichkeitsmaß auf M. Denn offensichtlich ist Q(∅) = 0, Q(M) = 1 und
Q(S) ≤ Q(T ) für S ⊂ T ⊂ M. Zu zeigen ist die σ-Subadditivität von Q. Sei S :=

⋃∞
k=1 Sk mit

beliebigen Mengen Sk ⊂ M. Für festes ε > 0 wählen wir offene Mengen Uk ⊃ Sk derart, dass
Q(Uk) ≤ Q(Sk) + 2−kε. Dann ist U :=

⋃∞
k=1 Uk eine offene Umgebung von S, also sicherlich

Q(S) ≤ Q(U). Für k,N ∈ N sei hk,N := min
(
Nd(·,M \ Uk), 1

)
, eine stetige Funktion mit

0 ≤ hk,N ≤ 1Uk und hk,N ↑ 1Uk für N →∞. Aus den Eigenschaften von L folgt daher, dass für
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jede stetige Funktion f mit 0 ≤ f ≤ 1U gilt:

L(f) = lim
N→∞

L
(

min
(
f,

N∑
k=1

hk,N

))
≤ lim

N→∞

N∑
k=1

L(hk,N ) ≤
∞∑
k=1

Q(Uk)

≤
∞∑
k=1

Q(Sk) + ε.

Für L(f) ↑ Q(U) und ε ↓ 0 ergibt sich, dass Q(S) ≤
∑∞

k=1Q(Sk).

Nach dem Satz von Caratheodory aus der Maßtheorie genügt es nun zu zeigen, dass für eine
beliebige abgeschlossene Menge A ⊂M gilt:

(7.12) Q(S ∩A) +Q(S \A) ≤ Q(S) für alle S ⊂M.

Denn die Familie aller Mengen A ⊂ M mit Eigenschaft (7.12) ist eine σ-Algebra über M, und Q
ist auf dieser Familie σ-additiv.

Zum Nachweis von (7.12) für eine abgeschlossene Menge A halten wir zunächst fest, dass Q(S ∪
T ) = Q(S) + Q(T ) für beliebige Mengen S, T ⊂ M mit strikt positivem Abstand inf

{
d(x, y) :

x ∈ S, y ∈ T
}

. Dies kann man leicht aus der Definition von Q ableiten. Nun betrachten wir die
abgeschlossenen Mengen Bk := {x : d(x,A) ≥ k−1} und die Mengen Ck := Bk \ Bk−1 mit
B0 := ∅. Zwei Mengen Ck und C` haben strikt positiven Abstand, wenn |k − `| ≥ 2. Daher ist∑∞

k=1Q(Ck) gleich

lim
N→∞

( N∑
j=1

Q(C2j−1) +
N∑
j=1

Q(C2j)
)

= lim
N→∞

(
Q
( N⋃
j=1

C2j−1

)
+Q

( N⋃
j=1

C2j

))
≤ 2,

also endlich. Dies impliziert, dass für beliebige Indizes ko ∈ N gilt:

Q(S ∩A) +Q(S \A) = Q(S ∩A) +Q
(
S ∩

(
Bko ∪

⋃
k>ko

Ck

))
≤ Q(S ∩A) +Q(S ∩Bko) +

∑
k>ko

Q(Ck)

= Q
(
S ∩ (A ∪Bko)

)
+
∑
k>ko

Q(Ck)

≤ Q(S) +
∑
k>ko

Q(Ck),

und für ko →∞ ergibt sich (7.12).

Zu zeigen bleibt, dass tatsächlich L(f) =
∫
f dQ für alle f ∈ Cb(M). Hierzu genügt es, den Fall

f ≥ 0 zu betrachten. Für beliebige feste δ > 0 ist f = δ
∑∞

i=1 hi mit

hi(x) :=
(
min(δ−1f(x), i)− i+ 1

)+ {
≤ 1

{
f(x) > δ(i− 1)

}
,

≥ 1
{
f(x) > δi

}
,



90 KAPITEL 7. KONVERGENZ IN VERTEILUNG

und hi ≡ 0 für hinreichend großes i. Folglich ist

L(f) = δ
∞∑
i=1

L(hi)


≤ δ

∞∑
j=0

Q({f > δj}) ≤
∫ ∞

0
Q({f > r}) dr + δ =

∫
f dQ+ δ,

≥ δ

∞∑
i=1

Q({f > δi}) ≥
∫ ∞

0
Q({f > r}) dr − δ =

∫
f dQ− δ,

denn
∫ δ(z+1)
δz Q({f > r}) dr ≤ δQ({f > δz}) ≤

∫ δz
δ(z−1)Q({f > r}) dr. Für δ ↓ 0 folgt die

Behauptung.

Beweis von Satz 7.21. Sei {xi : i ∈ N} eine dichte Teilmenge von Mo. Sowohl unter den Vor-
aussetzungen von Teil (I) als auch unter denen von Teil (II) gibt es zu jedem δ > 0 ein N ∈ N
mit

(7.13) lim sup
n→∞

IP∗
(
Zn 6∈

N⋃
i=1

U(xi, δ)
)
≤ δ.

Nachweis von (7.13) unter den Voraussetzungen von Teil (I). Angenommen, es existieren ein
δo > 0 und Indizes n(1) < n(2) < n(3) < . . ., so dass

IP∗
(
Zn(k) 6∈

k⋃
i=1

U(xi, δo)
)
> δo für alle k ∈ N.

Nach Voraussetzung kann man die Teilfolge (Zn(k))k weiter ausdünnen, so dass für neue Indizes
n(1) < n(2) < n(3) < · · · und m(1) < m(2) < m(3) < · · · gilt:

Zn(k) →L Z (k →∞)

für eine Mo-wertige Zufallsvariable Z, aber

IP∗
(
Zn(k) 6∈

m(k)⋃
i=1

U(xi, δo)
)
> δo für alle k ∈ N.

Nach dem Portmanteau-Theorem ist

δo ≤ lim sup
k→∞

IP∗
(
Zn(k) 6∈

m(k)⋃
i=1

U(xi, δo)
)
≤ IP

(
Z 6∈

N⋃
k=1

U(xi, δo)
)

für jedes feste N ∈ N. Doch wegen Mo ⊂
⋃∞
k=1 U(xi, δo) ist die rechte Seite strikt kleiner als δo

für hinreichend großes N , ein Widerspruch zu unserer Annahme.

Nachweis von (7.13) unter den Voraussetzungen von Teil (II). Für beliebiges δ > 0 fixieren
wir eine Zahl 0 < ε < δ und ein Kompaktum K ⊂ M derart, dass lim supn→∞ IP∗

(
Zn 6∈

U(K, ε)
)
≤ ε. Doch K ⊂

⋃N
i=1 U(xi, δ − ε) für hinreichend großes N ∈ N, und dies impliziert,

dass U(K, ε) ⊂
⋃N
i=1 U(xi, δ).
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Anwendung von (7.13). Nun können wir die Teile (I) und (II) gemeinsam abhandeln. Für ein
beliebiges festes ε > 0 und für k ∈ N sei also N(k) ∈ N so gewählt, dass

lim sup
n→∞

IP∗(Zn 6∈ Ak) ≤ 2−kε mit Ak :=

N(k)⋃
i=1

B(xi, 2
−kε).

Die Menge

K :=

∞⋂
k=1

Ak

ist abgeschlossen und nichtleer, denn alle Ak sind abgeschlossen, und x1 ∈ K. Außerdem ist
K ⊂

⋂
k∈NB(Mo, 2

−kε) = Mo, da Mo vollständig und somit abgeschlossen ist. Die folgende
Behauptung, die wir am Ende begründen, impliziert Kompaktheit von K:

(7.14)
Zu jeder Folge (ym)m von Punkten ym ∈

⋂m
k=1Ak

existiert eine Teilfolge, die gegen einen Punkt in K konvergiert.

Nun sei U eine beliebige offene Umgebung von K. Dann kann man aus (7.14) ableiten, dass⋂L
k=1Ak ⊂ U für ein hinreichend großes L ∈ N. Folglich ist

lim sup
n→∞

IP∗(Zn 6∈ U) ≤
L∑
k=1

lim sup
n→∞

IP∗(Zn 6∈ Ak) ≤ ε.

In dem Spezialfall, dass in (I) alle Zn Mo-Zufallsvariablen sind, kann man die N(k) so wählen,
dass

IP(Zn 6∈ Ak) ≤ 2−kε für alle n, k ∈ N,

und folglich ist

IP(Zn 6∈ K) ≤ ε für beliebige n ∈ N.

Beweis von (7.14): Aufgrund der Abgeschlossenheit aller Ak liegt jeder Häufungspunkt von
(ym)m in K. Man muss also nur nachweisen, dass es eine konvergente Teilfolge gibt. Sei N(0) :=

N. Für k = 1, 2, 3, . . . wählen wir nun induktiv i(k) ∈ {1, 2, . . . , N(k)}, so dass die Menge

N(k) :=
{
m ∈ N(k − 1) : ym ∈ B(xi(k), 2

−kε)
}

unendlich ist. Ferner sei m(k) das k-tkleinste Element von N(k). Dies liefert eine Teilfolge
(ym(k))k, so dass gilt:

ym(j) ∈ B(xi(k), 2
−kε) für j ≥ k.

Insbesondere ist diese Folge eine Cauchy-Folge mit d(ym(k),Mo) ≤ 2−kε für alle k. Wegen der
Vollständigkeit von Mo konvergiert sie gegen einen Punkt y ∈Mo.
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Straffheit und der Satz von Stone-Weierstrass. Schließlich sei noch erwähnt, dass man im
Falle von Straffheit mithilfe des Satzes von Stone-Weierstrass die asymptotische Messbarkeit und
Verteilungskonvergenz oft einfacher nachweisen kann. Auch die Gleichheit in Verteilung von M-
Zufallsvariablen wird dadurch vereinfacht.

Satz 7.22. Sei F eine Teilfamilie von Cb(M) mit folgenden Eigenschaften:

Mit f, g ∈ F ist auch fg ∈ F ;

für beliebige verschiedene x, y ∈Mo existiert ein f ∈ F mit f(x) 6= f(y).

(a) Seien Z, Z̃ auf Mo straffe Zufallsvariablen mit

(7.15) IE f(Z) = IE f(Z̃) für alle f ∈ F .

Dann ist L(Z) = L(Z̃).

(b) Angenommen, die Folge (Zn)n∈N ist asymptotisch straff auf Mo. Ferner sei

(7.16) lim
n→∞

(
IE∗ f(Zn)− IE∗ f(Zn)

)
= 0 für alle f ∈ F .

Dann ist die Folge (Zn)n asymptotisch messbar. Zusätzlich existiere

L(f) := lim
n→∞

IE∗ f(Zn)

für alle f ∈ F . Dann konvergiert (Zn)n in Verteilung gegen eine auf Mo straffe Zufallsvariable
Z.

Beweis. Sei G der von F ∪ {1} aufgespannte Vektorraum, und sei G sein Abschluss bezüglich
‖ · ‖M. Dann überträgt sich Eigenschaft (7.15) von F auf G. Aus Lemma 7.1 kann man ableiten,
dass sich auch Eigenschaft (7.16) von F auf G überträgt.

Zu beliebigem ε > 0 wählen wir nun ein Kompaktum K ⊂Mo, so dass

IP(Z 6∈ K), IP(Z̃ 6∈ K) ≤ ε

in Teil (a), beziehungsweise

lim sup
n→∞

IP∗
(
Zn 6∈ U(K, δ)

)
≤ ε für beliebige δ > 0

in Teil (b). Aus dem Satz von Stone-Weierstrass (Satz 7.34) folgt, dass zu jeder Funktion f ∈
Cb(M) ein g ∈ G existiert, so dass

‖f − g‖K = 0 und ‖g‖M ≤ ‖f‖M.

Somit ist ∣∣IE f(Z)− IE f(Z̃)
∣∣ ≤ ‖f‖M IP(Z 6∈ K) + ‖f‖M IP(Z̃ 6∈ K) ≤ 2‖f‖M ε,
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und für δ > 0 gilt:

lim sup
n→∞

(
IE∗ f(Zn)− IE∗ f(Zn)

)
≤ 2‖f − g‖U(K,δ) + 2‖f‖M lim sup

n→∞
IP∗
(
Zn 6∈ U(K, δ)

)
≤ 2‖f − g‖U(K,δ) + 2‖f‖M ε

→ 2‖f‖M ε (δ ↓ 0).

Dies beweist Teil (a) und die asymptotische Messbarkeit von (Zn)n in Teil (b).

Angenommen, in Teil (b) existiert der Grenzwert L(f) := limn→∞ IE∗ f(Zn) für alle f ∈ F .
Aus Prohorovs Theorem und Teil (a) folgt die Existenz einer Zufallsvariablen Z ∈ M, so dass zu
jeder Teilfolge von (Zn)n eine Teilteilfolge existiert, welche in Verteilung gegen Z konvergiert.
Mit einem einfachen Widerspruchsbeweis zeigt man nun, dass dann auch die Folge (Zn)n selbst
in Verteilung gegen Z konvergiert.

Dieser Satz vereinheitlicht eine ganze Reihe von Techniken, um schwache Konvergenz nachzu-
weisen. In manchen Fällen hat man noch das Glück, dass die Konvergenz von IE∗ f(Zn) und
IE∗ f(Zn) für beliebige f ∈ F bereits die asymptotische Straffheit von (Zn)n impliziert.

Beispiel 7.23 (Charakteristische Funktionen). Sei M = Rd und F die Menge aller Funktionen

f(x) = α sin(v>x) + β cos(v>x)

mit α, β ∈ R und v ∈ Rd. Diese Klasse F erfüllt die Voraussetzungen von Satz 7.22. Die Vertei-
lung einer Rd-wertigen Zufallsvariable Z wird also durch ihre charakteristische Funktion,

Rd 3 v 7→ IE exp
(√
−1 v>Z

)
∈ C,

eindeutig festgelegt.

Betreffend Konvergenz in Verteilung betrachten wir der Einfachheit halber nur Zufallsvariablen:
Für beliebige v ∈ Rd existiere der Grenzwert `(v) := limn→∞ IE cos(v>Zn), wobei ` im Null-
punkt stetig ist. Dann ist (Zn)n asymptotisch straff. Denn für beliebige Vektoren v ∈ Rd ist

C(v) :=

∫ 1

0
`(rv) dr = lim

n→∞

∫ 1

0
IE cos(rv>Zn) dr = lim

n→∞
IE

sin(v>Zn)

v>Zn
,

wobei sin(0)/0 := 1. Doch sin(x)/x ≤ 1{|x| < 2}+1{|x| ≥ 2}/2 = 1−1{|x| ≥ 2}/2, weshalb

lim sup
n→∞

IP
(
|v>Zn| ≥ 2

)
≤ 2

(
1− C(v)

)
.

Mit einer Orthonormalbasis u1, u2, . . . , ud des Rd ergibt sich also für R > 0, dass

lim sup
n→∞

IP
(

max
j=1,...,d

|u>j Zn| ≥ 2R
)
≤ 2

d∑
i=1

(
1− C(R−1ui)

)
→ 0 (R→ 0),

da nach Voraussetzung limv→0C(v) = `(0) = 1. Aus diesen Betrachtungen und Satz 7.22 ergibt
sich folgender Stetigkeitssatz für charakteristische Funktionen:
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Korollar 7.24 (Lévy-Cramér). Sei (Zn)n eine Folge von Rd-wertigen Zufallsvariablen derart,
dass für beliebige v ∈ Rd der Grenzwert

~̀(v) := lim
n→∞

IE exp
(√
−1 v>Zn

)
∈ C

existiert. Ist ~̀ im Nullpunkt stetig, dann ist ~̀(v) = IE exp
(√
−1 v>Z

)
für eine Rd-wertige Zu-

fallsvariable, und Zn →L Z.

Beispiel 7.25 (Laplace-Transformierte). Sei M = [0,∞) und F die Menge aller Funktionen

f(x) = exp(−λx)

mit λ ≥ 0. Diese Familie erfüllt die Voraussetzungen von Satz 7.22. Die Verteilung einer [0,∞)-
wertigen Zufallsvariable Z wird also durch ihre Laplace-Transformierte,

[0,∞) 3 λ 7→ IE exp(−λZ),

eindeutig festgelegt.

Angenommen, für beliebige λ ≥ 0 existiert der Grenzwert `(λ) := limn→∞ IE∗ exp(−λZn), und
` ist im Nullpunkt stetig. Dann ist (Zn)n asymptotisch straff. Denn für λ > 0 und x ≥ 0 ist
exp(−λx) ≤ 1{x < λ−1}+ e−11{x ≥ λ} = 1− (1− e−1)1{x ≥ λ−1}, so dass

IE∗ exp(−λZn) ≤ 1− (1− e−1) IP∗(Zn ≥ λ−1),

also

lim sup
n→∞

IP∗(Zn ≥ λ−1) ≤ 1− `(λ)

1− e−1
.

Dies liefert einen Stetigkeitssatz für die Laplace-Transformierte von nichtnegativen Zufallsvaria-
blen:

Korollar 7.26. Sei (Zn)n eine Folge von [0,∞)-wertigen Zufallselementen derart, dass für be-
liebige λ ≥ 0 der Grenzwert

`(λ) := lim
n→∞

IE∗ exp(−λZn) = lim
n→∞

IE∗ exp(−λZn)

existiert. Ist ` im Nullpunkt stetig, dann ist `(λ) = IE exp(−λZ) für eine [0,∞)-wertige Zufalls-
variable Z, und Zn →L Z.

Beispiel 7.27. Sei M = `∞(T ), versehen mit der Supremumsnorm ‖·‖T . Dann erfüllt die Menge
F aller Funktionen

f(x) := fo
(
(x(t))t∈To

)
mit endlichen Mengen To ⊂ T und beschränkten stetigen Funktionen fo : To → R die Vor-
aussetzungen von Satz 7.22. Hier ist asymptotische Straffheit schwieriger nachzuweisen; siehe
Abschnitt 7.7.
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7.7 Funktionale Grenzwertsätze

Hier betrachten wir die Menge `∞(T ) aller beschränkten Funktionen x : T → R versehen mit
der Supremumsnorm ‖ · ‖ = ‖ · ‖T . Das erste Resultat charakterisiert die separablen Teilmengen
von `∞(T ).

Lemma 7.28. Sei Mo eine separable Teilmenge von `∞(T ). Dann existiert eine Pseudometrik
ρ auf T , so dass gilt: (T , ρ) ist präkompakt, und alle Funktionen in Mo sind gleichmäßig stetig
bezüglich ρ.

Ein pseudometrischer Raum (T , ρ) heißt präkompakt (oder totalbeschränkt), wenn man für be-
liebige δ > 0 die Menge T mit endlich vielen Kugeln mit Radius δ bezüglich ρ überdecken
kann. Mit anderen Worten, für beliebige δ > 0 ist die ÜberdeckungszahlN(δ, T , ρ) endlich; siehe
Abschnitt 6.1.

Beweis von Lemma 7.28. Sei {xk : k ∈ N} eine dichte Teilmenge von Mo. Dann definieren wir

ρ(s, t) =
∑
k∈N

min
(
|xk(s)− xk(t)|, 2−k

)
.

Man kann zeigen, dass ρ eine Pseudometrik auf T ist; siehe unter anderem Aufgabe 7.9. Ferner
sind alle Funktionen xk gleichmäßig stetig bezüglich ρ, denn aus ρ(s, t) ≤ δ < 2−k folgt not-
wendig, dass |xk(s)− xk(t)| ≤ δ. Dann sind aber auch alle Funktionen in Mo gleichmäßig stetig
bezüglich ρ; siehe Aufgabe 7.10.

Zu zeigen ist nun, dass (T , ρ) präkompakt ist. Für ε > 0 wählen wirN ∈ N mit 2−N ≤ ε/2. Dann
ist ρ(s, t) ≤

∑
k≤N |xk(s)− x(t)|+ ε/2. Die Menge{

(xk(t))k≤N : t ∈ T
}

ist eine beschränkte Teilmenge des RN , da alle Funktionen xk beschränkt sind. Folglich existiert
eine endliche Teilmenge To von T , so dass

min
s∈To

∑
k≤N
|xk(s)− xk(t)| ≤ ε/2 für alle t ∈ T .

Somit ist ρ(t, To) ≤ ε für beliebige t ∈ T .

Im folgenden sei ρ eine feste Pseudometrik auf T , so dass (T , ρ) präkompakt ist, und T∗ sei eine
dichte Teilmenge von T bezüglich ρ. Ferner sei Cu(T , ρ) die Menge aller bezüglich ρ gleichmäßig
stetigen Funktionen auf T . Mit dem Stetigkeitsmodul

ω(x, δ) = ω(x, δ | ρ) := sup
s,t∈T :ρ(s,t)<δ

|x(s)− x(t)|

einer Funktion x ∈ `∞(T ) kann man schreiben:

Cu(T , ρ) =
{
x ∈ `∞(T ) : lim

δ↓0
ω(x, δ) = 0

}
.
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Lemma 7.29. Der Raum Cu(T , ρ) ist vollständig und separabel bezüglich ‖ · ‖.

Beweis von Lemma 7.29. Wir konstruieren zunächst eine spezielle Folge von Abbildungen, die
wir mehrfach verwenden werden: Für k ∈ N sei Tk eine endliche Teilmenge von T∗ derart, dass
supt∈T ρ(t, Tk) ≤ (2k)−1, und es seien T1 ⊂ T2 ⊂ T3 ⊂ · · · . Nun definieren wir

λk(t, u) :=
(
1− kρ(t, u)

)+/∑
v∈Tk

(
1− kρ(t, v)

)+
für t ∈ T und u ∈ Tk. Man beachte, dass die Summe im Nenner größer oder gleich 1/2 ist.
Offensichtlich ist

0 ≤ λk(·, u) ≤ 1{ρ(·, u) < k−1} und
∑
u∈Tk

λk(·, u) ≡ 1.

Ferner wird in Aufgabe 7.11 gezeigt, dass die Funktionen λk(·, u), u ∈ Tk lipschitzstetig bezüglich
ρ sind. Für x ∈ `∞(T ) oder x ∈ `∞(Tk) = RTk sei nun

Πkx :=
∑
u∈Tk

x(u)λk(·, u) ∈ Cu(T , ρ).

Dann ist Πk eine lineare Abbildung von `∞(T ) beziehungsweise `∞(Tk) nach Cu(T , ρ), so dass
gilt:

(7.17)
‖Πkx‖ ≤ ‖x‖Tk für alle x ∈ `∞(T ) ∪ `∞(Tk),

‖x−Πkx‖ ≤ ω(x, k−1) für alle x ∈ `∞(T ).

Letztere Ungleichung folgt aus

|x(t)−Πkx(t)| =
∣∣∣ ∑
u∈Tk

(x(t)− x(u))λk(t, u)
∣∣∣

≤
∑
u∈Tk

|x(t)− x(u)|λk(t, u)

≤
∑
u∈Tk

ω(x, k−1)λk(t, u)

= ω(x, k−1).

Nun zum eigentlichen Beweis von Lemma 7.29: Die Vollständigkeit von Cu(T , ρ) ist Gegenstand
von Aufgabe 7.10. Aus (7.17) folgt, dass⋃

k∈N

{
Πky : y ∈ QTk

}
eine abzählbare, dichte Teilmenge von Cu(T , ρ) darstellt. Denn für beliebige x ∈ Cu(T ) und
k ∈ N ist

inf
y∈QTk

‖x−Πky‖ ≤ ω(x, k−1) + inf
y∈QTk

‖x− y‖Tk = ω(x, k−1) → 0 (k →∞).
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Lemma 7.30. Ein Cu(T , ρ)-Zufallselement Z ist genau dann messbar, wenn Z(t) für beliebi-
ge t ∈ T∗ messbar ist. Die Verteilung einer Cu(T , ρ)-wertigen Zufallsvariable Z wird eindeutig
bestimmt durch ihre endlichdimensionalen Randverteilungen,

L
(
(Z(t))t∈To

)
, To ⊂ T endlich.

Beweis. Sei D die Menge aller Durchschnitte von endlich vielen abgeschlossenen Kugeln in
Cu(T , ρ). Dann ist D ein erzeugendes System der Borelmengen von Cu(T , ρ). Denn aufgrund
der Separabilität von Cu(T , ρ) kann man jede offene Teilmenge hiervon als abzählbare Vereini-
gung abgeschlossener Kugeln darstellen. Doch jede Menge D ∈ D hat folgende Form: Für ein
m ∈ N, Funktionen x1, . . . , xm ∈ Cu(T , ρ) und Zahlen η1, . . . , ηm ≥ 0 ist

D =
m⋂
i=1

{
y ∈ Cu(T ) : ‖y − xi‖ ≤ ηi

}
=

m⋂
i=1

∞⋂
k=1

{
y ∈ Cu(T ) : ‖y − xi‖Tk ≤ ηi

}
=

⋂
k∈N

Dk

mit Dk :=
⋂m
i=1

{
y ∈ Cu(T ) : ‖y − xi‖Tk ≤ ηi

}
und den Mengen Tk ⊂ T∗ aus dem Beweis

von Lemma 7.29. Die Indikatorfunktion 1{Z ∈ Dk} ist eine messbare Funktion von (Z(t))t∈Tk .
Daher ist Z genau dann messbar, wenn Z(t) für alle t ∈ T∗ messbar ist. In diesem Falle ist
IP(Z ∈ D) = limk→∞ IP(Z ∈ Dk), da D1 ⊃ D2 ⊃ D3 ⊃ · · · . Also wird IP(Z ∈ D) durch die
Randverteilungen L

(
(Z(t))t∈Tk

)
, k ∈ N, bestimmt. Da D durchschnittstabil ist, bestimmen diese

Verteilungen sogar L(Z).

Im Hinblick auf Abschnitt 7.6 ist eine naheliegende Frage, wie präkompakte Teilmengen von
Cu(T , ρ) aussehen. Dies wird durch den Satz von Arzelà-Ascoli aus der Funktionalanalysis be-
antwortet. Es sei nur darauf hingewiesen, dass folgende Eigenschaft von (Zn)n in engem Zusam-
menhang mit asymptotischer Straffheit steht.

Definition 7.31. Eine Folge von Folge (Zn)n∈N von `∞(T )-Zufallselementen heißt asymptotisch
stochastisch gleichstetig (bezüglich ρ), wenn

lim
δ↓0

lim sup
n→∞

IP∗
(
ω(Zn, δ) > ε

)
= 0 für beliebige ε > 0.

Nun kommen wir zum Hauptsatz dieses Abschnitts.

Satz 7.32. Sei (Zn)n eine Folge von `∞(T )-Zufallselementen. Dann sind folgende Aussagen
äquivalent:

(a) (Zn)n ist stochastisch gleichstetig, und für beliebige endliche Mengen To ⊂ T∗ konvergiert
(Zn(t))t∈To in Verteilung gegen eine `∞(To)-Zufallsvariable Y(To).

(b) (Zn)n konvergiert in Verteilung gegen eine Cu(T , ρ)-wertige Zufallsvariable Z.
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Unter diesen Bedingungen ist L
(
(Z(t))t∈To

)
= L(Y(To)) für alle endlichen Teilmengen To von

T∗.

Beweis. Daß Bedingung (b) Bedingung (a) impliziert, folgt aus dem Satz von der stetigen Ab-
bildung und dem Portmanteau-Theorem. Denn x 7→ (x(t))t∈To und x 7→ ω(x, δ) sind stetige
Abbildungen auf `∞(T ), wobei

lim
δ↓0

IP
(
ω(Z, δ) ≥ ε

)
= 0 für beliebige ε > 0.

Umgekehrt sei Bedingung (a) erfüllt. Zu beliebigem ε > 0 existiert ein k ∈ N mit

lim sup
n→∞

IP∗
(
ω(Zn, k

−1) ≥ ε
)
≤ ε/2.

Mit Tk und Πk aus dem Beweis von Lemma 7.29 ist also

lim sup
n→∞

IP∗
(
‖Zn −ΠkZn‖ ≥ ε

)
≤ ε/2;

siehe (7.17). Doch (Zn(t))t∈Tk konvergiert in Verteilung gegen eine `∞(Tk)-Zufallsvariable Yk.
Insbesondere existiert eine reelle Zahl R > 0 mit

IP
(
‖Yk‖Tk ≥ R

)
≤ ε/2.

Doch dann ist K :=
{

Πky : ‖y‖Tk ≤ R
}

eine kompakte Menge in Cu(T , ρ) aufgrund der
Stetigkeit von Πk, und

IP∗
(
Zn 6∈ U(K, ε)

)
≤ IP∗

(
‖Zn −ΠkZn‖ ≥ ε

)
+ IP∗

(
ΠkZn 6∈ K

)
≤ IP∗

(
‖Zn −ΠkZn‖ ≥ ε

)
+ IP∗

(
‖Zn‖Tk ≥ R

)
≤ ε+ o(1),

gemäß dem Portmanteau-Theorem. Nach Lemma 7.29 und Teil (II) von Satz 7.21 ist also (Zn)n

asymptotisch straff auf Cu(T , ρ). Doch nun folgt Aussage (b) aus Satz 7.22, angewandt auf die
Menge F aller Funktionen der Form

f(x) = g
(
(x(t))t∈To

)
mit endlichen Teilmengen To von T∗ und beschränkten stetigen Funktionen g auf RTo .

Skizze eines anderen Beweises von “(a) =⇒ (b)”. Man kann die Resultate aus Abschnitt 7.6 wie
folgt umgehen. Die Limites Yk ∈ `∞(Tk) von (Zn(t))t∈Tk , k ∈ N, erfüllen folgende Bedingung:

L(Yk) = L
(
(Y`(t))t∈Tk

)
für 1 ≤ k < `.

Nach dem Existenzsatz von Kolmogorov existiert ein stochastischer Prozess Z auf T∗∗ :=
⋃
k Tk

mit L
(
(Z(t))t∈Tk

)
= L(Yk) für alle k ∈ N. Mit den Stetigkeitsmoduli ωk(·, ·) und ω∗∗(·, ·) von
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Funktionen auf Tk bzw. T∗∗ gilt: ωk(·, ·) ↑ ω∗∗(·, ·) für k →∞, weshalb

IP
(
ω∗∗(Z, δ) > ε

)
= lim

k→∞
IP
(
ωk(Z, δ) > ε

)
≤ lim

k→∞
lim sup
n→∞

IP∗
(
ωk(Zn, δ) ≥ ε

)
≤ lim sup

n→∞
IP∗
(
ω(Zn, δ) ≥ ε

)
→ 0 (δ ↓ 0).

Also hat Z fast sicher gleichmäßig stetige Pfade auf T∗∗ bezüglich ρ. Zusammen mit Lemma 7.30
kann man also folgern, dass eine Cu(T , ρ)-Zufallsvariable Z existiert, so dass L

(
(Z(t))t∈Tk

)
=

L(Yk) für alle k. Für f ∈ CLip(`∞(T ), [0, 1]) mit Lipschitzkonstante L gilt demnach:∣∣IE∗ f(Zn)− IE f(Z)
∣∣ ≤ IE∗

∣∣f(Zn)− f(ΠkZn)
∣∣+ IE

∣∣f(Z)− f(ΠkZ)
∣∣

+
∣∣IE∗ f(ΠkZn)− IE f(ΠkZ)

∣∣
= IE∗ |f(Zn)− f(ΠkZn)|+ IE |f(Z)− f(ΠkZ)|+ o(1)

≤ 2Lε+ IP∗
(
ω(Zn, k

−1) ≥ ε
)

+ IP
(
ω(Z, k−1) ≥ ε

)
+ o(1),

und der limes superior der rechten Seite wird beliebig klein, für geeignete k ∈ N und ε > 0.

7.8 Exkurs: Der Satz von Stone–Weierstrass

In diesem Abschnitt behandeln wir ein klassisches Resultat über die Approximation beliebiger
durch spezielle stetige Funktionen. Zunächst erinnern wir an ein einfaches Resultat über die Ap-
proximation stetiger Funktionen durch Bernstein-Polynome:

Lemma 7.33. Sei f : [a, b]→ R lipschitzstetig mit Konstante L. Für n ∈ N sei

Bnf(x) :=

n∑
j=0

(
n

j

)(x− a
b− a

)j(b− x
b− a

)n−j
f
(
a+ (b− a)

j

n

)
.

Dann ist ∥∥Bnf − f∥∥[a,b]
≤ L(b− a)

2
√
n

.

Beweis von Lemma 7.33. Für p ∈ [0, 1] sei Yp ∼ Bin(n, p). Dann ist

Bnf
(
a+ (b− a)p

)
= IE f

(
a+ (b− a)Yp/n

)
.

Folglich ist∣∣∣Bnf(a+ (b− a)p
)
− f

(
a+ (b− a)p

)∣∣∣ ≤ IE
∣∣∣f(a+ (b− a)Yp/n

)
− f

(
a+ (b− a)p

)∣∣∣
≤ IE

(
L(b− a)|Yp/n− p|

)
≤ L(b− a)

√
Var(Yp/n)

≤ L(b− a)/
√

4n.
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Nun formulieren wir das allgemeine Resultat für stetige Funktionen auf einem metrischen Raum
(M, d). (Resultat und Beweis sind sogar für beliebige topologische Räume gültig.)

Satz 7.34 (Stone–Weierstrass). Sei K eine kompakte Teilmenge von M. Ferner sei A eine Teil-
menge von Cb(M) mit folgenden Eigenschaften:

(i) Für beliebige λ ∈ R und g, h ∈ A gehören auch λg und g + h zu A.

(ii) Für beliebige g, h ∈ A gehört auch gh zu A.

(iii) Die konstante Funktion 1 gehört zu A.

(iv) Für beliebige x, y ∈ K mit x 6= y existiert ein g ∈ A derart, dass g(x) 6= g(y).

Bezeichnen wir mit A den Abschluss von A bezüglich ‖ · ‖M, dann existiert zu jedem f ∈ Cb(M)

ein g ∈ A derart, dass
g ≡ f auf K und ‖g‖M ≤ ‖f‖K .

Beweis von Satz 7.34. Man kann sich leicht davon überzeugen, dass die Eigenschaften (i - iv)
erhalten bleiben, wenn man A durch A ersetzt. Wir können also ohne Einschränkung annehmen,
dass A = A.

Schritt 1: Aus den Bedingungen (i - iv) ergibt sich eine zusätzliche Eigenschaft von A: Für
beliebige g, h ∈ A gehören auch min(g, h) und max(g, h) zu A.

Denn min(g, h) und max(g, h) lassen sich schreiben als (g + h + |g − h|)/2 bzw. (g + h −
|g − h|)/2. Folglich genügt es zu zeigen, dass |g| ∈ A für beliebige g ∈ A. Doch mit [a, b] :=[
−‖g‖M, ‖g‖M

]
und f(x) := |x| in Lemma 7.33 folgt, dass |g| der uniforme Grenzwert der

Funktionen Bnf ◦ g für n → ∞ ist. Wegen der Eigenschaften (i - iii) gehört mit g auch Bnf ◦ g
zu A.

Schritt 2: Für beliebige kompakte Mengen A,B ⊂ K mit A ∩ B = ∅ existiert eine Funktion
h ∈ A mit Werten in [0, 1], so dass h ≡ 0 auf A und h ≡ 1 auf B.

Um dies zu zeigen, wählen wir für beliebige x, y ∈ K mit x 6= y eine Funktion hox,y ∈ A derart,
dass hox,y < 0 und hox,y > 1. Dies ist möglich wegen (i, iii, iv). Dann ist aber

hx,y := max
(
min(hox,y, 1), 0

)
eine Funktion in A mit Werten in [0, 1], und es existieren offene Umgebungen Ux,y von x sowie
Vx,y von y, so dass hx,y ≡ 0 auf Ux,y und hx,y ≡ 1 auf Vx,y. Für festes x ∈ A bilden die Mengen
Vx,y, y ∈ B, eine offene Überdeckung von B. Folglich existiert eine endliche Teilmenge Bo(x)

von B derart, dass B ⊂
⋃
y∈Bo(x) Vx,y. Insbesondere ist

hx := max
y∈Bo(x)

hx,y

eine Funktion in A mit Werten in [0, 1], so dass hx ≡ 0 auf der offenen Umgebung Ux :=⋂
y∈Bo(x) Ux,y von x, und hx ≡ 1 auf B. Nun bilden die Mengen Ux, x ∈ A, eine offene Über-

deckung von A. Es existiert also eine endliche Teilmenge Ao von A derart, dass A ⊂
⋃
x∈Ao Ux.
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Doch dann ist
h := min

x∈Ao
hx

eine Funktion mit den gewünschten Eigenschaften.

Schritt 3: Nun sei f eine beliebige Funktion in Cb(M). Dann konstruieren wir eine Funktion
h1 ∈ A wie folgt: Wir wählen Funktionen h(±)

1 mit Werten in
[
0, 2−1‖f‖K

]
derart, dass h(±)

1 ≡ 0

auf {±f ≤ 0} ∩K und h(±)
1 ≡ 2−1‖f‖K auf

{
± f ≥ 2−1‖f‖K

}
∩K. Mit h1 := h

(+)
1 − h(−)

1

kann man leicht zeigen, dass h1 ∈ A und

‖h1‖M ≤ 2−1‖f‖K , ‖h1 − f‖K ≤ 2−1‖f‖K .

Nun wiederholen wir diesen Prozess induktiv: Seien h1, . . . , h` bereits gewählt, so dass

‖hj‖M ≤ 2−j‖f‖K für j = 1, . . . , ` und
∥∥∥∑̀
j=1

hj − f
∥∥∥
K
≤ 2−`‖f‖K .

Dann wiederhole die obige Konstruktion von h1 mit f −
∑`

j=1 hj an Stelle von f um h`+1 zu
erhalten. Letztlich ist dann der Grenzwert g :=

∑∞
j=1 hj eine Funktion inAmit den gewünschten

Eigenschaften.

7.9 Aufgaben

Aufgabe 7.1. Seien (M, ‖ · ‖) und (M̃, ‖ · ‖) normierte Räume, T : M→ M̃ eine Abbildung und
xo ein fester Punkt in M. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen äquivalent sind:

(a) Es existiert eine stetige Abbildung H : M→ M̃ derart, dass

lim
t↓0

sup
v∈K

∥∥t−1[T (xo + tv)− T (xo)]−H(v)
∥∥ = 0

für jede kompakte Teilmenge K von M.

(b) Es existiert eine Abbildung H : M→ M̃ derart, dass

lim
λ→∞, w→v

λ
(
T (xo + λ−1w)− T (xo)

)
= H(v)

für alle v ∈M. (Insbesondere ist H dann stetig.)

Aufgabe 7.2. Sei (T , ρ) ein metrischer Raum und S eine beliebige Teilmenge von T . Zeigen Sie,
dass die Menge aller x ∈ `∞(T ), welche in jedem Punkt s ∈ S stetig sind, ein abgeschlossener
Untervektorraum von `∞(T ) ist.

Aufgabe 7.3. Zeigen Sie, dass die Menge M aller x ∈ `∞(R) mit lim|t|→∞ x(t) = 0 ein abge-
schlossener linearer Teilraum von `∞(R) ist.

Aufgabe 7.4. Beweisen Sie die kompakte Differenzierbarkeit des Funktionals T in Beispiel 7.13,
i.e. Aussage (7.8).
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Aufgabe 7.5. Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf Rd mit der Eigenschaft, dass P
({
x ∈ Rd :

u>x = r
})

= 0 für beliebige u ∈ Rd und r ∈ R. Zeigen Sie, dass

lim
ε↓0

sup
u∈Rd,r∈R

P
({
x ∈ Rd : r ≤ u>x ≤ r + ε

})
= 0.

Aufgabe 7.6 (Momentenmethode). Sei M = [0, 1] und F = {f1, f2, f3, . . .} mit

fk(x) := xk.

Formulieren und begründen Sie nun mit Hilfe von Satz 7.22 Aussagen über (a) die Charakterisie-
rung von Verteilungen auf [0, 1] und (b) Konvergenz in Verteilung von [0, 1]-wertigen Zufallsele-
menten.

Aufgabe 7.7. Sei M = M1 ×M2 mit metrischen Räumen (M1, d1) und (M2, d2), und sei

d((x1, x2), (y1, y2)) := max
(
d1(x1, x2), d2(x2, y2)

)
.

(a) Angenommen, Z ist straff. Zeigen Sie, dass (Zn)n genau dann in Verteilung gegen Z konver-
giert, wenn limn→∞ IE∗ f(Zn) = IE f(Z) für alle stetigen Funktionen f der Form

f(x1, x2) = f1(x1)f2(x2)

mit fi ∈ C(Mi, [0, 1]).

(b) Zeigen Sie, dass (Zn)n genau dann asymptotisch straff und asymptotisch messbar ist, wenn mit
Zn = (Zn1, Zn2) beide Folgen (Zn1)n und (Zn2)n asymptotisch straff und asymptotisch messbar
sind.

Aufgabe 7.8. Zeigen Sie, dassNd(µn,Σn)→w Nd(µ,Σ) genau dann, wenn µn → µ und Σn →
Σ.

Aufgabe 7.9. Sei ρ(·, ·) eine (Pseudo-) Metrik auf einer Menge T . Ferner sei h : [0,∞)→ [0,∞)

monoton wachsend und stetig mit h(0) = 0, Grenzwert h(∞) > 0, und

h(r + s) ≤ h(r) + h(s) für alle r, s ≥ 0.

Zeigen Sie, dass h ◦ ρ ebenfalls eine (Pseudo-) Metrik auf T darstellt und die gleiche Topologie
wie ρ definiert.

Aufgabe 7.10. Sei (T , ρ) ein pseudometrischer Raum, und für n ∈ N sei xn : T → R eine
bezüglich ρ gleichmäßig stetige Funktion. Angenommen, (xn)n konvergiert gleichmäßig gegen
eine Funktion x. Zeigen Sie, dass auch x gleichmäßig stetig bezüglich ρ ist.

Aufgabe 7.11. Sei To eine endliche Teilmenge eines pseudometrischen Raumes (T , ρ), und sei

sup
t∈T

ρ(t, To) < δ
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für eine Konstante δ > 0. Für t ∈ T und u ∈ To sei

λ(t, u) :=
(
1− δ−1ρ(t, u)

)+/∑
v∈To

(
1− δ−1ρ(t, v)

)+
.

Zeigen Sie, dass die Funktionen λ(·, u), u ∈ To, lipschitzstetig bezüglich ρ sind.

Aufgabe 7.12. Sei Ŝn der Partialsummenprozess aus Abschnitt 1.2, und supf∈F |f(xni)| sei für
alle i ≤ n endlich. Zeigen Sie, dass Ŝn eine `∞(F)-Zufallsvariable ist.

Aufgabe 7.13. Zeigen Sie, dass die Abbildung

R 3 y 7→ 1{y ≤ ·} ∈ `∞(R)

nicht Borel-messbar ist.

Hinweis: Zeigen Sie, dass für beliebige MengenB ⊂ R die Menge der Indikatorfunktionen 1{y ≤
·}, y ∈ B, abgeschlossen ist in `∞(R).

Verallgemeinerung: Für n ∈ N ist die Abbildung Rn 3 y 7→
∑n

i=1 1{yi ≤ ·} nicht Borel-messbar.
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Kapitel 8

Brownsche Bewegung und Brücke

In diesem Kapitel betrachten wir die Funktionenräume `∞([0, 1]) und `∞(R), wobei R mit der
üblichen Metrik ρ(s, t) := |t− s| versehen wird.

8.1 Stochastische Gleichstetigkeit auf [0, 1]

Lemma 8.1. Sei Z ein `∞([0, 1])-Zufallselement. Für beliebige 0 < δ ≤ 1 und η > 0 ist

IP∗
(
ω(Z, δ/2) > 2η

)
≤ 2δ−1 sup

t∈[0,1−δ]
IP∗
(

sup
u∈[t,t+δ]

|Z(u)− Z(t)| > η
)
.

Beweis. Für 0 ≤ j ≤ b2/δc sei Ij := [jδ/2, (j+1)δ/2]∩ [0, 1]. Zu u, v ∈ [0, 1] mit |u−v| < δ/2

existiert stets ein j < b2/δc mit u, v ∈ Ij ∪ Ij+1, und Ij ∪ Ij+1 ⊂ [tj , tj + δ] mit tj :=

min(jδ/2, 1− δ). Folglich ist

IP∗
(
ω(Z, δ/2) > 2η

)
≤

b2/δc−1∑
j=0

IP∗
(

sup
u,v∈Ij∪Ij+1

|Z(u)− Z(v)| > 2η
)

≤
b2/δc−1∑
j=0

IP∗
(

sup
u∈Ij∪Ij+1

|Z(u)− Z(tj)| > η
)

≤ 2δ−1 sup
t∈[0,1−δ]

IP∗
(

sup
u∈[t,t+δ]

|Z(u)− Z(t)| > η
)
.

Die Frage ist nun, wie man die rechte Seite der Ungleichung in Lemma 8.1 abschätzen kann.

Lemma 8.2. (Lévy). Sei Z ein stochastischer Prozess auf [a, b] mit rechtsseitig stetigen Pfaden
und unabhängigen Zuwächsen; das heißt, für a ≤ t < u ≤ b sind (Z(s))s∈[a,t] und Z(u) − Z(t)

stochastisch unabhängig. Für beliebige η > 0 ist

IP
(
‖Z‖[a,b] > η

)
≤ IP

(
|Z(b)| > η/2

)
+ sup
t∈[a,b]

IP
(
|Z(b)− Z(t)| > η/2

)
.

Falls zusätzlich 0 ∈ Median(Z(b)− Z(t)) für a ≤ t < b, ist sogar

IP
(
‖Z‖[a,b] > η

)
≤ 2 IP

(
|Z(b)| > η

)
.
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Beweis. Wegen der rechtsseitigen Stetigkeit der Pfade vonZ genügt es, die Behauptung mit ‖Z‖T
an Stelle von ‖Z‖[a,b] zu beweisen, wobei T ⊃ {b} eine beliebige endliche Teilmenge von [a, b]

ist. Sei
τ := min

({
t ∈ T : |Z(t)| > η

}
∪ {∞}

)
.

Dann ist

{‖Z‖T > η} = {τ ∈ T} ⊂
{
τ ∈ T, |Z(b)| ≤ η/2

}
∪
{
|Z(b)| > η/2

}
,

und
{
τ ∈ T, |Z(b)| ≤ η/2

}
ist gleich⋃

t∈T

{
τ = t, |Z(b)| ≤ η/2

}
⊂
⋃
t∈T
{τ = t} ∩

{
|Z(b)− Z(t)| > η/2

}
,

denn |Z(t)| > η auf {τ = t}. Folglich ist

IP(‖Z‖T > η) ≤ IP
(
|Z(b)| > η/2

)
+ IP

(
τ ∈ T, |Z(b)| ≤ η/2

)
≤ IP

(
|Z(b)| > η/2

)
+
∑
t∈T

IP(τ = t) IP
(
|Z(b)− Z(t)| > η/2

)
≤ IP

(
|Z(b)| > η/2

)
+ sup
t∈[a,b]

IP
(
|Z(b)− Z(t)| > η/2

)
.

Wenn zusätzlich IP
(
Z(b) − Z(t) ≥ 0

)
≥ 1/2 und IP

(
Z(b) − Z(t) ≤ 0

)
≥ 1/2 für a ≤ t ≤ b,

dann ist

IP(τ = t)

= IP
(
τ = t, Z(t) > η

)
+ IP

(
τ = t, Z(t) < −η

)
≤ 2 IP

(
τ = t, Z(t) > η,Z(b)− Z(t) ≥ 0

)
+ 2 IP

(
τ = t, Z(t) < −η, Z(b)− Z(t) ≤ 0

)
≤ 2 IP

(
τ = t, Z(b) > η

)
+ 2 IP

(
τ = t, Z(b) < −η

)
= 2 IP

(
τ = t, |Z(b)| > η

)
,

und die gewünschte Ungleichung folgt durch Aufsummieren über alle t ∈ T .

8.2 Donskers Invarianzprinzipien

Definition 8.3 (Gaußprozess). Ein Gaußprozess auf einer beliebigen Indexmenge T ist ein sto-
chastischer Prozess Z auf T , so dass für beliebige m ∈ N und t1, t2, . . . , tm ∈ T der Vektor
(Z(tj))1≤j≤m ∈ Rm Gauß-verteilt ist. Ist IE(Z) ≡ 0, so nennt man den Prozess Z zentriert.

Definition 8.4 (Brownsche Bewegung). Eine Brownsche Bewegung auf T = [0, 1] oder T =

[0,∞) ist ein zentrierter Gaußprozess W auf T mit fast sicher stetigen Pfaden und Kovarianzen

IE(W (t)W (u)) = min(t, u) für t, u ∈ T .

Eine äquivalente Definition: Eine Brownsche Bewegung auf T ist ein zentrierter Gaußprozess W
auf T mit fast sicher stetigen Pfaden und unabhängigen Zuwächsen, wobei W (0) = 0 fast sicher,
und W (u)−W (t) ∼ N (0, u− t) für 0 ≤ t < u ∈ T .
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Definition 8.5 (Brownsche Brücke). Eine Brownsche Brücke ist ein zentrierter Gaußprozess B
auf [0, 1] mit stetigen Pfaden und Kovarianzen

IE(B(t)B(u)) = min(t, u)− tu.

Anmerkung 8.6 (Eigenschaften der Brownschen Bewegung und Brücke). Die Existenz einer
Brownschen Bewegung bzw. Brücke ist nicht offensichtlich sondern folgt implizit aus den Sät-
zen 8.7 und 8.8. Wir weisen bereits auf folgende Eigenschaften und Zusammenhänge hin:

Sei B eine Brownsche Brücke, und sei Y standardnormalverteilt und unabhängig von B. Dann
definiert

W (t) := B(t) + tY eine Brownsche Bewegung auf [0, 1],

W (t) := (1 + t)B
( t

1 + t

)
eine Brownsche Bewegung auf [0,∞).

Sei W eine Brownsche Bewegung auf [0, 1]. Dann definiert

B(t) := W (t)− tW (1)

eine Brownsche Brücke, weshalb man die Brownsche Brücke auch als tied-down Brownian motion
bezeichnet.

Sei W eine Brownsche Bewegung auf [0,∞), und seien σ > 0, v > u ≥ 0. Dann definiert

W̃ (t) := σ−1W (σ2t),

W̃ (t) :=

{
tW (1/t) falls t > 0,

0 falls t = 0,

W̃ (t) := W (v + t)−W (v)

jeweils eine Brownsche Bewegung auf [0,∞). Ferner definiert

B(t) :=
W ((1− t)u+ tv)− (1− t)W (u)− tW (v)√

v − u

eine Brownsche Brücke.

Nun kommen wir zu den Sätzen von Donsker. Im ersten Fall betrachten wir Partialsummenpro-
zesse

[0, 1] 3 t 7→ Wn(t) := n−1/2
n∑
i=1

1{i ≤ nt}Yni.

Satz 8.7 (Donsker). Angenommen, für jedes n sind Yn1, Yn2, . . . , Ynn unabhängig und identisch
verteilt mit

IE(Yn1) = 0 und Var(Yn1) = 1.

Ferner sei
lim
n→∞

IE
(
1{Y 2

n1 ≥ εn}Y 2
n1

)
= 0 für beliebige ε > 0.

Dann konvergiert (Wn)n in Verteilung gegen eine Brownsche Bewegung auf [0, 1].



108 KAPITEL 8. BROWNSCHE BEWEGUNG UND BRÜCKE

Im zweiten Fall betrachten wir den uniformen empirischen Prozess Ĝn aus Abschnitt 3.1, genauer
gesagt, die Standardisierung

[0, 1] 3 t 7→ Bn(t) := n1/2(Ĝn(t)− t) = n−1/2
n∑
i=1

(
1{Ui ≤ t} − t

)
.

Satz 8.8 (Donsker). Die Folge (Bn)n konvergiert in Verteilung gegen eine Brownsche Brücke.

Beweis von Satz 8.7. Aus dem Lindebergschen Zentralen Grenzwertsatz kann man folgern, dass
für beliebige f ∈ Cb(R) gilt:

(8.1) lim
n→∞

sup
0≤u<v≤1

∣∣∣IE f(Wn(u)−Wn(t)
)
− IE f

(√
u− t Y

)∣∣∣ = 0,

wobei Y standardnormalverteilt ist. Ferner hat der Prozess Wn unabhängige Zuwächse, weshalb

L
((
Wn(ti)−Wn(ti−1)

)
1≤i≤m

)
→w Nm

(
0, diag

(
(ti − ti−1)mi=1

))
für beliebige m ∈ N und 0 = t0 < t1 < t2 < · · · < tm ≤ 1. Zusammen mit Wn(0) ≡
0 folgt hieraus die schwache Konvergenz der endlichdimensionalen Randverteilungen von Wn

gegen zentrierte Normalverteilungen mit der gewünschten Kovarianzstruktur.

Zu zeigen bleibt die stochastische Gleichstetigkeit von (Wn)n. Nach Lemma 8.1 und 8.2 genügt
hierzu der Nachweis, dass

lim
δ→0

lim sup
n→∞

sup
0<u−t≤δ

δ−1 IP
(
|Wn(u)−Wn(t)| ≥ ε

)
= 0 für alle ε > 0.

Doch aus (8.1) folgt, dass

lim sup
n→∞

sup
0<u−t≤δ

δ−1 IP
(
|Wn(u)−Wn(t)| ≥ ε

)
≤ sup

0<u−t≤δ
δ−1 IP

(√
u− t |Y | ≥ ε

)
= δ−1 IP

(
|Y | ≥ δ−1/2ε

)
≤ δ−1 exp

(
−δ−1ε2/2

)
,

und für δ ↓ 0 konvergiert die rechte Seite gegen Null.

Beweis von Satz 8.8. Für beliebiges festes n ist der Erwartungswert von Bn gleich Null, und
IE
(
Bn(t)Bn(u)

)
= min(t, u)− tu. Aus dem multivariaten Zentralen Grenzwertsatz folgt, dass

L
(
(Bn(ti))1≤i≤m

)
→w Nm

(
0,
(
min(ti, tj)− titj

)m
i,j=1

)
für beliebige m ∈ N und t1, t2, . . . , tm ∈ [0, 1]. Zu zeigen bleibt also die stochastische Gleichste-
tigkeit von (Bn)n. Diese folgt direkt aus Lemma 8.9.

Lemma 8.9. Für 0 < δ ≤ 1 und η ≥
√
δ ist stets

IP
(
ω(Bn, δ/2) > 5η

)
≤ 32

δ

(
exp
(
−η

2

4δ

)
+ exp

(
−3

8
nδ
))
.
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Wählt man in Lemma 8.9 η =
√
κδ log(e/δ) mit κ > 4, dann konvergiert die obere Schranke ge-

gen Null für δ → 0 und nδ/ log n→∞. Bis auf die große Konstante κ beschreibt dies das exakte
Verhalten von ω(Bn, ·), denn W. Stute (1982) zeigte, dass hier ω(Bn, δ) =

√
2δ log(1/δ)(1 +

op(1)).

Beweis von Lemma 8.9. Wir betrachten zunächstBn als stochastischen Prozess auf (einer abzähl-
baren dichten Teilmenge) der Menge T aller Paare (s, t) ∈ [0, 1]2 mit 0 < t − s < δ/2 vermöge
Bn(s, t) := Bn(t)−Bn(s). Dann ist nämlich ω(Bn, δ/2) = ‖Bn‖T , und für alle (s, t) ∈ T gilt:
Var[Bn(s, t)] ≤ δ/2, also IP

(
|Bn(s, t)| ≤ η

)
≥ 1/2. Mit einer unabhängigen Kopie B′n von Bn

und dem symmetrisierten Prozess Bo
n(t) := n−1/2

∑n
i=1 ξi1{Ui ≤ t} gilt also:

IP
(
ω(Bn, δ/2) > 5η

)
≤ 2 IP

(
ω(Bn −B′n, δ/2) > 4η

)
≤ 4 IP

(
ω(Bo

n, δ/2) > 2η
)

nach Symmetrisierungslemma 3.1 (a) und Symmetrisierungslemma 3.3 (a). Diese obere Schranke
ist nach Lemma 8.1 und Lemma 8.2 nicht größer als

8

δ
sup

t∈[0,1−δ]
IP
(

sup
u∈[t,t+δ]

|Bo
n(u)−Bo

n(t)| > η
)

=
8

δ
IP
(

sup
u∈[0,δ]

|Bo
n(u)| > η

)
=

8

δ
IE IP

(
sup
u∈[0,δ]

|Bo
n(u)| > η

∣∣∣U)
≤ 16

δ
IE IP

(
|Bo

n(δ)| > η
∣∣U)

mit U := (Ui)
n
i=1. Nun verwenden wir Hoeffdings und Bennetts Ungleichung und erhalten

IP
(
ω(Bn, δ/2) > 5η

)
≤ 32

δ
IE exp

(
− η2

2Ĝn(δ)

)
≤ 32

δ

(
exp
(
−η

2

4δ

)
+ IP

(
Ĝn(δ) > 2δ

))
≤ 32

δ

(
exp
(
−η

2

4δ

)
+ exp

(
−B(1)nδ

2

))
.

Die Behauptung folgt jetzt aus der Ungleichung B(1) ≥ 3/4; siehe Anmerkung 4.6.

8.3 Anwendung auf getrimmte Mittelwerte

Seien P und Pn Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf R mit Verteilungsfunktionen F bzw. Fn.
Ferner sei P̂n die empirische Verteilung von unabhängigen Zufallsvariablen Xn1, Xn2, . . . , Xnn

mit Verteilung Pn. Die Verteilungsfunktion von P̂n sei F̂n.

Eine Standardmethode, um den empirischen Mittelwert zu “robustifizieren”, besteht darin, die Va-
riablen Xni der Größe nach zu ordnen und die k(n) größten sowie die k(n) kleinsten Zahlen
aus der Stichprobe zu entfernen, wobei k(n) := bnαc mit 0 < α < 1/2. Der Mittelwert dieser
reduzierten Stichprobe ist ein getrimmter Mittelwert. Im Falle von paarweise verschiedenen Be-
obachtungen Xni ist dieser getrimmte Mittelwert bis auf einen Faktor 1 + O(1/n) gleich T (P̂n),
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wobei allgemein

T (P ) := (1− 2α)−1

∫
1{α < F (x) ≤ β}xP (dx)

mit β := 1− α. Es ist T (P ) = µ, falls P stetig und um µ symmetrisch ist.

Satz 8.10. Angenommen (Pn)n konvergiert schwach gegen P , wobei F stetig und auf dem In-
tervall {0 < F < 1} streng isoton ist. Ferner sei

ω(Fn, 0+)
(

= max
x∈R

P{x}
)

= o(n−1/2).

Dann ist

T (P̂n)− T (Pn) = (1− 2α)−1

∫
H d(P̂n − Pn) + op(n

−1/2),

wobei

H(x) := 1{F (x) ≤ α}F−1(α) + 1{α < F (x) ≤ β}x+ 1{β < F (x)}F−1(β).

Die FunktionH ist stetig und beschränkt. Aus dem Lindebergschen Zentralen Grenzwertsatz folgt
daher, dass

Ln(Pn) := L
(
n1/2[T (P̂n)− T (Pn)]

)
→w N

(
0, (1− 2α)−2VarX∼P [H(X)]

)
.

Andererseits folgt aus den Voraussetzungen des Satzes, dass auch

‖F̂n − F‖R = op(1) und ω(F̂n, 0+) = op(n
−1/2) (Aufgabe 8.2).

Folglich konvergiert auch Ln(P̂n) schwach gegen N
(
0, (1 − 2α)−2VarX∼P [H(X)]

)
in Wahr-

scheinlichkeit, ist also ein konsistenter Schätzer für Ln(Pn). Die Verteilung Ln(P̂n) ist ein soge-
nannter Bootstrap-Schätzer für Ln(Pn) und kann auch wie folgt beschrieben werden: Sei P̂ ∗n die
empirische Verteilung von Zufallsvariablen X∗n1, X

∗
n2, . . . , X

∗
nn mit

L
(
X∗n1, X

∗
n2, . . . , X

∗
nn

∣∣Xn1, Xn2, . . . , Xnn

)
= P̂n ⊗ P̂n ⊗ · · · ⊗ P̂n.

Dann ist

Ln(P̂n) = L
(
n1/2[T (P̂ ∗n)− T (P̂n)]

∣∣Xn1, Xn2, . . . , Xnn

)
.

Der Beweis von Satz 8.10 beruht im wesentlichen auf folgender Ungleichung:

Lemma 8.11. Sei Q ein weiteres Wahrscheinlichkeitsmaß auf R mit Verteilungsfunktion G. Sei

t(P ) :=

∫
1{α < F (x) ≤ β}xP (dx).

Falls ‖G− F‖ < α, so ist

t(Q)− t(P ) =

∫
h d(Q− P ) +R,
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wobei

h(x) := 1{F (x) ≤ α}F−1(α+) + 1{α < F (x) ≤ β}x+ 1{β < F (x)}F−1(β+).

und

|R| ≤ 10(∆ + δ)
(
ω(G− F, δ+) + ω(F, 0+)

)
+ 4δ‖G− F‖,

∆ := max
u∈{α,β}

∣∣∣F−1(u+)
∣∣∣,

δ := max
u∈{α,β}

(
F−1

(
(u+ ‖G− F‖)+

)
− F−1

(
(u− ‖G− F‖)+

))
.

Beweis von Satz 8.10. Aus den Voraussetzungen an F und Fn folgt, dass ‖Fn−F‖R = o(1) und

δn := sup
u∈{α,β},|r|≤n1/3

∣∣∣F−1
n ((u+ r)+)− F−1(u)

∣∣∣ = o(1).

Mit dem uniformen empirischen Prozess Ĝn und Bn := n1/2(Ĝn− id) ist ferner F̂n−Fn verteilt
wie n−1/2Bn ◦ Fn, also

‖F̂n − Fn‖R = Op(n
−1/2),

ω(F̂n − Fn, δn) =L n−1/2ω(Bn ◦ Fn, δn)

≤ n−1/2ω
(
Bn, ω(Fn, δn)+

)
= op(n

−1/2).

Aus Lemma 8.11 folgt dann, dass

T (P̂n)− T (Pn) = (1− 2α)−1

∫
Hn d(P̂n − Pn) + op(n

−1/2),

wobei

Hn(x) := 1{Fn(x) ≤ α}F−1
n (α+) + 1{α < Fn(x) ≤ β}x+ 1{β < Fn(x)}F−1

n (β+).

Doch aus ‖Fn − F‖R = o(1) kann man leicht ableiten, dass ‖Hn − H‖R = o(1), weshalb∫
Hn d(P̂n − Pn) =

∫
H d(P̂n − Pn) + op(n

−1/2).

Beweis von Lemma 8.11. Wir teleskopieren

t(Q)− t(P ) =

∫ (
1{α < G(x) ≤ β} − 1{α < F (x) ≤ β}

)
xQ(dx)

+

∫
1{α < F (x) ≤ β}x (Q− P )(dx)

und analysieren nun das erste Integral auf der rechten Seite. Es ist

1{α < G ≤ β} − 1{α < F ≤ β} = 1{α < G} − 1{β < G} − 1{α < F}+ 1{β < F}

= 1J1(α) − 1J2(α) − 1J1(β) + 1J2(β),
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wobei

J1(u) := {F ≤ u < G} und J2(u) := {G ≤ u < F}

für u ∈ {α, β}.

Zum einen ist

J1(u) ⊂ {F ≤ u < F + ‖G− F‖} =
{
F ∈

(
u− ‖G− F‖, u

]}
J2(u) ⊂ {F − ‖G− F‖ ≤ u < F} =

{
F ∈

(
u, u+ ‖G− F‖

]} }
⊂
{
F ∈

(
u− ‖G− F‖, u+ ‖G− F‖

]}
⊂
[
F−1

(
(u− ‖G− F‖) +

)
, F−1

(
(u+ ‖G− F‖) +

)]
.

Mit xu := F−1(u+) gilt demnach für beliebige δo > δ:

Leb(Jk(u)) < δo und sup
x∈Jk(u)

|x− xu| < δo

für k = 1, 2. Insbesondere ist

∣∣Q(Jk(u))− P (Jk(u))
∣∣ ≤ ωo := ω(G− F, δo).

Ferner ist

P (Jk(u)) ≤ ‖G− F‖+ 2ω(F, 0+)

aufgrund der Tatsache, dass

(8.2)
∣∣P (F ∈ K)− Leb(K)

∣∣ ≤ 2ω(F, 0+) für beliebige Intervalle K ⊂ [0, 1].

Alles in allem ist ∣∣∣∫
Jk(u)

xQ(dx)− xuP (Jk(u))
∣∣∣

≤
∫
Jk(u)

|x− xu|Q(dx) + ∆
∣∣Q(Jk(u))− P (Jk(u))

∣∣
≤ δoQ(Jk(u)) + ∆

∣∣Q(Jk(u))− P (Jk(u))
∣∣

≤ (∆ + δo)ωo + δo‖G− F‖+ 2δoω(F, 0+),

und somit ∫ (
1{α < G(x) ≤ β} − 1{α < F (x) ≤ β}

)
xQ(dx)

= xα
(
P (J1(α))− P (J2(α))

)
− xβ

(
P (J1(β))− P (J2(β))

)
+R′,

wobei

|R′| ≤ 4(∆ + δo)ωo + 4δo‖G− F‖+ 8δoω(F, 0+).
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Nun betrachten wir die Differenz P (J1(u))− P (J2(u)). Es ist

J1(u) =
{
x ∈ J1(u) : F (x) ≤ u < F (x) + (G− F )(x)

}
⊂

{
F ≤ u < F + (G− F )(xu) + ωo

}
=

{
F ∈

(
u− (G− F )(xu)− ωo, u

]}
,

J1(u) =
{
x : u− ‖G− F‖ < F (x) ≤ u < F (x) + (G− F )(x)

}
⊃

{
x : u− ‖G− F‖ ≤ F (x) ≤ u < F (x) + (G− F )(xu)− ωo

}
=

{
x : F (x) ≤ u < F (x) + (G− F )(xu)− ωo

}
=

{
F ∈

(
u− (G− F )(xu) + ωo, u

]}
.

Analog zeigt man, dass

{
F ∈

(
u, u− (G− F )(xu)− ωo

]}
⊂ J2(u) ⊂

{
F ∈

(
u, u− (G− F )(xu) + ωo

]}
.

Zusammen mit (8.2) folgt also, dass∣∣P (J1(u))− P (J2(u))− (G− F )(xu)
∣∣ ≤ 2ωo + 4ω(F, 0+).

Ferner ist ∣∣∣(G− F )(xu)−
∫

1{F ≤ u} d(Q− P )
∣∣∣ ≤ max

x∈R
|Q{x} − P{x}| ≤ ωo,

und
∫

1{F ≤ u} d(Q− P ) = −
∫

1{u < F} d(Q− P ). Folglich ist

xα
(
P (J1(α))− P (J2(α))

)
− xβ

(
P (J1(β))− P (J2(β))

)
=

∫ (
1{F < α}xα + 1{β < F}xβ

)
d(Q− P ) +R′′,

wobei

|R′′| ≤ 6∆ωo + 8∆ω(F, 0+).

Insgesamt erhalten wir die Entwicklung t(Q) − t(P ) =
∫
h d(Q − P ) + R mit |R| ≤ 10(∆ +

δo)(ωo + ω(F, 0+)) + 4δo‖G− F‖. Für δo ↓ δ ergibt sich die Behauptung.

8.4 Verteilungen von Funktionalen von Gaussprozessen

8.4.1 Maximum und Supremumsnorm der Brownschen Brücke

Nachfolgend ermitteln wir die Verteilungen von maxt∈[0,1]B(t) und ‖B‖[0,1] für eine Brownsche
Brücke B. Als Hilfsmittel benötigen wir zwei nützliche Eigenschaften der Brownschen Bewe-
gung.
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Satz 8.12 (Starke Markov-Eigenschaft). Sei M ein stochastischer Prozess auf [0,∞) mit folgen-
den Eigenschaften:

M(0) ≡ 0, und M hat rechtsseitig stetige Pfade;

M hat unabhängige Zuwächse, wobei L(M(t+ δ)−M(t)) = L(M(δ)) für t, δ ≥ 0.

Sei τ = τ(M) eine Markovzeit. Das heißt, τ ist eine Zufallsvariable mit Werten in [0,∞], so dass

{τ ≤ t} ∈ σ(M(s) : s ≤ t) für 0 ≤ t <∞.

Ferner sei M ′ eine unabhängige Kopie von M . Dann definiert

M̃(t) := M(min(t, τ)) +M ′((t− τ)+) =

{
M(t) für t ≤ τ,

M(τ) +M ′(t− τ) für t ≥ τ,

einen stochastischen Prozess M̃ mit der gleichen Verteilung und den gleichen Pfadeigenschaften
wie M .

Beispiele für solche Prozesse M sind der Standard-Poissonprozess und die Brownsche Bewegung
auf [0,∞). Im letzteren Falle ist M symmetrisch, und man kann folgendes Resultat anwenden.

Korollar 8.13 (Spiegelungsprinzip). Sei M ein stochastischer Prozess wie in Satz 8.12, so dass
L(−M) = L(M). Sei τ = τ(M) eine Markovzeit. Dann definiert

Mo(t) := M(min(t, τ))−
(
M(t)−M(min(t, τ))

)
=

{
M(t) für t ≤ τ,

2M(τ)−M(t) für t ≥ τ,

einen stochastischen Prozess Mo mit der gleichen Verteilung und den gleichen Pfadeigenschaften
wie M .

Man sagt, der Prozess Mo geht aus M durch “Spiegelung zur Markovzeit τ” hervor. Korollar 8.13
folgt aus Satz 8.12, indem man dort M̃o wie M̃ mit −M ′ anstelle von M ′ definiert. Denn man
kann leicht nachweisen, dass τ(M) = τ(M̃), und es ist

M̃o(t) = M̃(min(t, τ))−
(
M̃(t)− M̃(min(t, τ))

)
.

Beweis von Satz 8.12. Man sieht leicht, dass sich die Pfadeigenschaften von M und M ′ auf M̃
übertragen. Zu zeigen bleibt, dass M̃ ein stochastischer Prozess mit der gleichen Verteilung wie
M ist. Zu diesem Zweck betrachten wir für n ∈ N die Variablen τn := 2−nd2nτe und τ̃n :=

2−nb2nτc. Auch τn ist eine Markovzeit, denn {τn ≤ t} =
{
τ ≤ 2−nb2ntc

}
. Ferner konvergiert

(τn)n antiton und (τ̃n)n isoton gegen τ mit τn− τ̃n ≤ 2−n, falls τ <∞. Wegen der rechtsseitigen
Stetigkeit von M und M ′ ist

M(min(t, τ)) = lim
n→∞

M(min(t, τn)) und M ′((t− τ)+) = lim
n→∞

M((t− τ̃n)+),
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also ist auch M̃(t) messbar. Ferner ist

IP
(∣∣M ′((t− τn)+)−M ′((t− τ̃n)+)

∣∣ > ε
)

≤
∞∑
k=1

IP
(
τn = 2−nk, sup

t∈[2−n(k−1),2−nk]

|M ′(t)−M ′(2−nk)| > ε
)

=
∞∑
k=1

IP(τn = 2−nk) IP
(

sup
t∈[2−n(k−1),2−nk]

|M ′(t)−M ′(2−nk)| > ε
)

≤ IP
(

sup
t∈[0,2−n]

|M ′(t)−M ′(2−n)| > ε
)

→ 0 (n→∞)

für beliebige ε > 0. Definiert man also M̃n wie M̃ mit τn anstelle von τ , dann konvergiert
(M̃n(t))n stochastisch gegen M̃(t), und es genügt zu zeigen, dass M̃n genauso verteilt ist wie
M . Zu diesem Zwecke benutzen wir die Tatsache, dass für beliebige k <∞ gilt:

L
(
(M(2−nk + t))t≥0

∣∣M(s) : s ≤ 2−nk
)

= L
(
(M(2−nk) +M ′(t))t≥0

∣∣M(s) : s ≤ 2−nk
)
.(8.3)

Für m ∈ N und 0 ≤ t1 < t2 < · · · < tm sowie Borelmengen B1, B2, . . . , Bm ⊂ R ist folglich

IP
(
M̃n(ti) ∈ Bi für 1 ≤ i ≤ m

)
=

∑
0≤k≤∞

IP
(
τn = 2−nk, M̃n(ti) ∈ Bi für 1 ≤ i ≤ m

)
=

∑
0≤k≤∞

IP
(
τn = 2−nk,M(ti) ∈ Bi falls ti ≤ 2−nk,

M(2−nk) +M ′(ti − 2−nk) ∈ Bi falls ti > 2−nk
)

=
∑

0≤k≤∞
IE IP

(
τn = 2−nk,M(ti) ∈ Bi falls ti ≤ 2−nk,

M(2−nk) +M ′(ti − 2−nk) ∈ Bi falls ti > 2−nk
∣∣∣M(s) : s ≤ 2−nk

)
=

∑
0≤k≤∞

IE IP
(
τn = 2−nk,M(ti) ∈ Bi für 1 ≤ i ≤ m

∣∣∣M(s) : s ≤ 2−nk
)

=
∑

0≤k≤∞
IP
(
τn = 2−nk,M(ti) ∈ Bi für 1 ≤ i ≤ m

)
= IP

(
M(ti) ∈ Bi für 1 ≤ i ≤ m

)
,

wobei die vierte (drittletzte) Gleichung eine Folgerung aus (8.3) ist.

Satz 8.14. Sei B eine Brownsche Brücke. Für beliebige η > 0 ist

IP
(

max
t∈[0,1]

B(t) ≥ η
)

= exp(−2η2) und(8.4)

IP
(
‖B‖[0,1] ≥ η

)
= 2

∞∑
k=1

(−1)k−1 exp(−2k2η2).(8.5)
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Anmerkung 8.15. Man kann zeigen, dass eine Brownsche Brücke B fast sicher eine eindeutige
Maximalstelle U = arg maxt∈[0,1]B(t) besitzt, wobei U ∼ U [0, 1]; siehe Aufgabe 8.5.

Beweis von Satz 8.14. Sei W eine Brownsche Bewegung auf [0,∞) und B(t) = W (t)− tW (1)

für t ∈ [0, 1]. Dann sind B und W (1) stochastisch unabhängig, weshalb

L
(
(W (t))t∈[0,1]

∣∣ |W (1)| ≤ ε
)
→w L(B) für ε ↓ 0.

Nach dem Portmanteau-Theorem ist also

(8.6) lim
ε↓0

IP
(
φ(W ) ≥ η

∣∣ |W (1)| ≤ ε
)

= IP(φ(B) ≥ η),

falls φ(B) 6= η fast sicher. Hierbei ist φ(x) = max[0,1] x oder φ(x) = ‖x‖[0,1]. Angenommen,
wir weisen nach, dass der Grenzwert in (8.6) für alle η > 0 existiert und in η stetig ist. Aus der
Monotonie von IP

(
φ(B) ≥ η

)
in η folgt dann die Gültigkeit von (8.6) für alle η > 0.

Im Falle von φ(x) = max[0,1] x sei

τ = τ(W ) := inf
{
t ≥ 0 : W (t) ≥ η

}
.

Spiegeln von W zur Stoppzeit τ liefert die Brownsche Bewegung Wo(t) := W (min(t, τ)) −(
W (t)−W (min(t, τ))

)
, und für 0 < ε ≤ η gilt:

IP
(

max
[0,1]

W ≥ η, |W (1)| ≤ ε
)

= IP
(
τ ≤ 1, |W (1)| ≤ ε

)
= IP

(
τ ≤ 1, |Wo(1)− 2η| ≤ ε

)
= IP

(
|Wo(1)− 2η| ≤ ε

)
,

denn aus |Wo(1)− 2η| ≤ ε ≤ η folgt bereits, dass τ(W ) = τ(Wo) ≤ 1. Daher ist

IP
(

max
[0,1]

W ≥ η
∣∣∣ |W (1)| ≤ ε

)
=

IP
(
|Wo(1)− 2η| ≤ ε

)
IP
(
|Wo(1)| ≤ ε

)
=
N (0, 1)

(
[2η − ε, 2η + ε]

)
N (0, 1)([−ε, ε])

→ exp(−2η2).

Dies beweist Behauptung (8.4).

Im Falle von φ(x) = ‖x‖[0,1] ist φ(W ) ≥ η genau dann, wenn W ∈ A1 ∪B1 mit den Mengen

A1 :=
{
x ∈ C([0,∞)) : x(t) = η für ein t ∈ [0, 1]

}
,

B1 :=
{
x ∈ C([0,∞)) : x(t) = −η für ein t ∈ [0, 1]

}
.

Allerdings sind diese Ereignisse nicht disjunkt. Vielmehr istA1∩B1 = A2∪B2, wobei allgemein

Ak :=
{
x ∈ C([0,∞)) : es existieren 0 ≤ t1 < t2 < · · · < tk ≤ 1 derart, dass

x(ti) = (−1)i−1η für 1 ≤ i ≤ k
}
,

Bk :=
{
x ∈ C([0,∞)) : es existieren 0 ≤ t1 < t2 < · · · < tk ≤ 1 derart, dass

x(ti) = (−1)iη für 1 ≤ i ≤ k
}
.
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Im Falle von ‖x‖[0,1] ≥ η existiert ein k(x) ∈ N mit

x


∈ Ak ∩Bk falls 1 ≤ k < k(x),

∈ Ak4Bk falls k = k(x),

6∈ Ak ∪Bk falls k > k(x).

Insbesondere kann man nun zeigen, dass

1
{
‖x‖[0,1] ≥ η

}
=

∞∑
k=1

(−1)k−1
(
1{x ∈ Ak}+ 1{x ∈ Bk}

)
und

N∑
k=1

(−1)k−1
(
1{x ∈ Ak}+ 1{x ∈ Bk}

)
∈ {0, 1, 2} für alle N ∈ N.

Aus dem Satz von der majorisierten Konvergenz folgt also, dass

IP
(
‖W‖[0,1] ≥ η, |W (1)| ≤ ε

)
=

∞∑
k=1

(−1)k−1
(

IP
(
W ∈ Ak, |W (1)| ≤ ε

)
+ IP

(
W ∈ Bk, |W (1)| ≤ ε

))
= 2

∞∑
k=1

(−1)k−1 IP
(
W ∈ Ak, |W (1)| ≤ ε

)
.

Um die Wahrscheinlichkeit von {W ∈ Ak, |W (1)| ≤ ε} zu berechnen, betrachten wir für a ≥ 0,
k ∈ N und 0 < ε ≤ η folgende Menge:

Ca,k :=
{
x ∈ C([0,∞)) : es existieren 0 ≤ t1 < t2 < · · · < tk ≤ 1 derart, dass

x(ti) = a+ (−1)i−1η für 1 ≤ i ≤ k und |x(1)− a| ≤ ε
}
.

Die Spiegelung von x ∈ C([0,∞)) zur Stoppzeit τ(x) := inf{t ≥ 0 : x(t) ≥ a + η} ergibt eine
bijektive Abbildung von Ca,k nach Ca+2η,k−1, wobei Cb,0 := {x : |x(1) − b| ≤ ε}. Aus dem
Spiegelungsprinzip für W folgt also, dass IP(W ∈ Ca,k) = IP(W ∈ Ca+2η,k−1), und induktiv
ergibt sich die Formel

IP(W ∈ Ak, |W (1)| ≤ ε) = IP(W ∈ C0,k) = IP(W ∈ C2η,k−1) = · · ·

= IP
(
|W (1)− 2kη| ≤ ε

)
.

Folglich ist

IP
(
‖W‖[0,1] ≥ η

∣∣ |W (1)| ≤ ε
)

= 2
∞∑
k=1

(−1)k−1N (0, 1)
(
[2kη − ε, 2kη + ε]

)
N (0, 1)([−ε, ε])

→ 2
∞∑
k=1

(−1)k−1 exp(−2k2η2) für ε ↓ 0.

Dabei ist zu beachten, dass stets

N (0, 1)
(
[2kη − ε, 2kη + ε]

)
N (0, 1)([−ε, ε])

≤ exp
(
ε2/2− (2kη − ε)2/2

)
≤ exp

(
(1− (2kη − 1)2)/2

)
.

Man kann also den Grenzübergang summandenweise durchführen.
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8.4.2 Lineare und quadratische Funktionale von Gaußprozessen

Sei (T , ρ) ein präkompakter pseudometrischer Raum und X ein Gaußprozess auf T mit gleich-
mäßig stetigen Pfaden. Dies impliziert, dass auch µ := IE(X) und K := Cov(X) gleich-
mäßig stetige Funktionen auf T beziehungsweise T × T sind. (Dabei wird T × T vermöge
ρ̃((s, t), (s′, t′)) := ρ(s, s′) + ρ(t, t′) metrisiert.) Dies folgt im wesentlichen aus Aufgabe 7.8.
Ferner sei Q ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf den Borelmengen in T .

Lemma 8.16. Sei Y ein stochastischer Prozess auf T mit gleichmäßig stetigen Pfaden, definiert
auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A, IP). Dann ist die Abbildung

T × Ω 3 (t, w) 7→ Y (t)(w)

Borel(T )⊗A-messbar. Insbesondere ist

IEQ
({
t ∈ T : Y (t) = f(t)

})
=

∫
IP(Y (t) = f(t))Q(dt)

für beliebige messbare Funktionen f auf T , und

IE

∫
Y (t)Q(dt) =

∫
IEY (t)Q(dt),

falls Y ≥ 0 oder
∫

IE |Y (t)|Q(dt) <∞.

Beweis. Für n ∈ N sei (Bn1, Bn2, . . . , Bnk(n)) eine Partition von T in Borelmengen Bni mit
diam(Bni) < n−1. Für feste Punkte tni ∈ Bni ist

Yn(t) :=

k(n)∑
i=1

1{t ∈ Bni}Y (tni)

ein stochastischer Prozess auf T mit |Yn(t)(w) − Y (t)(w)| ≤ ω(Y, n−1) → 0 für beliebige
(t, w) ∈ T × Ω. Außerdem ist Yn messbar als Funktion auf T × Ω, da

{
(t, w) ∈ T × Ω : Yn(t)(w) ≤ r

}
=

k(n)⋃
i=1

Bni ×
{
w ∈ Ω : Y (tni)(w) ≤ r

}
.

Somit ist auch Y eine messbare Funktion auf T × Ω. Die weiteren Aussagen folgen nun aus dem
Satz von Fubini.

Satz 8.17. Für beliebige g ∈ L1(Q) ist
∫
Xg dQ normalverteilt mit Mittelwert

∫
µg dQ und

Varianz
∫
K(s, t)g(s)g(t)Q(ds)Q(dt).

Korollar 8.18. Für beliebige d ∈ N und g1, g2, . . . , gd ∈ L1(Q) ist
(∫
Xgi dQ

)d
i=1

verteilt nach

N
((∫

µgi dQ
)

1≤i≤d
,
(∫

K(s, t)gi(s)gj(t)Q(ds)Q(dt)
)

1≤i,j≤d

)
. �
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Eine mögliche Charakterisierung von Normalverteilungen auf Rd lautet wie folgt: Ein Zufallsvek-
tor Y ∈ Rd ist normalverteilt genau dann, wenn `>Y ∈ R normalverteilt ist für beliebige ` ∈ Rd.
Die Verallgemeinerung auf Banachräume lautet dann: Sei Y eine Zufallsvariable mit Werten in ei-
nem Banachraum (B, ‖ ·‖). Man nennt Y normalverteilt, wenn LY normalverteilt ist für beliebige
stetige Linearformen L auf B. Speziell für

(
Cu(T , ρ), ‖ · ‖T

)
besagt der Rieszsche Darstellungs-

satz, dass jede stetige Linearform L auf Cu(T , ρ) von der Form Lx =
∫
x dν mit einem endlichen

signierten Maß ν auf T ist. Aus Satz 8.17 und Lemma 7.30 folgt somit:

Korollar 8.19. Die Menge der normalverteilten Cu(T , ρ)-wertigen Zufallsvariablen ist identisch
mit der Menge aller Gaußprozesse mit gleichmäßig stetigen Pfaden.

Satz 8.20. Sei X zentriert. Es existiert ein vollständiges Orthonormalsystem (φk)k von L2(Q)

und eine monoton fallende Folge (λk)k in [0,∞) mit∫
K(s, t)φj(s)φk(t)Q(ds)Q(dt) = 1{j = k}λk für alle j, k.

Ferner ist
∑

k λk =
∫
K(t, t)Q(dt) und∫

X2 dQ =L
∑
k

λkZ
2
k

mit unabhängigen, standardnormalverteilten Zufallsvariablen Z1, Z2, Z3, . . ..

Im Falle einer Brownschen Brücke B und der Gleichverteilung auf [0, 1] definiert

φk(t) :=
√

2 sin(kπt)

ein vollständiges Orthonormalsystem von L2[0, 1] mit∫ 1

0

∫ 1

0
φj(t)φk(u)K(t, u) dt du =

1{j = k}
π2k2

,

wobei hier K(t, u) = min(t, u)− tu. Wie im Beweis von Satz 8.20 zeigt man, dass∫ 1

0
B(t)2 dt =L

∞∑
k=1

Z2
k

π2k2
.

Beweis von Satz 8.17. Sei Xn(t) :=
∑k(n)

i=1 1{t ∈ Bni}X(tni) mit Bni und tni ∈ Bni wie im
Beweis von Lemma 8.16. Dann konvergiert

∫
Xng dQ in Verteilung gegen

∫
Xg dQ. Doch∫

Xng dQ =
∑
i

X(tni)

∫
Bni

g dQ

∼ N
(∑

i

µ(tni)

∫
Bni

g dQ,
∑
i,j

K(tni, tnj)

∫
Bni×Bnj

g(s)g(t)Q(ds)Q(dt)

)
,

und aus der gleichmäßigen Stetigkeit von µ und K folgt, dass Mittelwert und Varianz dieser Nor-
malverteilung gegen

∫
µg dQ beziehungsweise

∫
K(s, t)g(s)g(t)Q(ds)Q(dt) konvergieren.
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Beweis von Satz 8.20. Aus der Funktionalanalysis ist bekannt, dass

Sg(t) :=

∫
K(t, u)g(u)Q(du) (g ∈ L2(Q))

einen kompakten linearen Operator von L2(Q) nach L2(Q) definiert. Da K(s, t) = K(t, s) für
alle s, t ∈ T , ist dieser Operator S symmetrisch und positiv semidefinit, denn∫

(Sg)h dQ =

∫
K(s, t)g(s)h(t)Q(ds)Q(dt)

= Cov
(∫

Xg dQ,

∫
XhdQ

) {=
∫

(Sh)g dQ,

≥ 0 falls g = h.

Aus dem Spektralsatz für kompakte, normale Operatoren auf Hilberträumen folgt die Existenz
eines vollständigen Orthonormalsystems (φk)k von L2(Q) mit Sφk = λkφk, wobei λ1 ≥ λ2 ≥
λ3 ≥ · · · ≥ 0. Nach Korollar 8.18 sind die Variablen

∫
Xφk dQ, k ≥ 0, stochastisch unabhängig

und normalverteilt mit Mittelwert Null und Varianz λk. Nach der Parsevalschen Gleichung ist
somit ∫

X2 dQ =
∑
k

(∫
Xφk dQ

)2
=L

∑
k

λkZ
2
k .

Insbesondere ist ∑
k

λk = IE

∫
X2 dQ =

∫
K(t, t)Q(dt)

nach Lemma 8.16.

8.5 Der uniforme Quantilprozess

Mithilfe von Satz 8.8 kann man auch einen funktionalen Grenzwertsatz für den uniformen Quan-
tilprozess Ĝ−1

n beweisen. Für u ∈ [0, 1] sei id(u) := u.

Satz 8.21 (Bahadur-Kiefer). Die Folge
(
n1/2(Ĝ−1

n − id)
)
n

konvergiert im Raum `∞([0, 1]) in
Verteilung gegen eine Brownsche Brücke. Ferner ist∥∥n1/2(Ĝ−1

n − id) + n1/2(Ĝn − id)
∥∥ = op(1).

Für den Beweis dieses Satzes benötigen wir folgendes Resultat:

Lemma 8.22 (Vervaat). Sei T eine Abbildung von `∞([0, 1]) nach `∞([0, 1]) mit T1f ≤ Tf ≤
T2f , wobei

T1f(u) := inf
{
t ∈ [0, 1] : f(t) ≥ u

}
(mit inf(∅) := 1),

T2f(u) := sup
{
t ∈ [0, 1] : f(t) ≤ u

}
(mit sup(∅) := 0).

Für beliebige x ∈ `∞([0, 1]) ist dann∥∥T (id +x)− id
∥∥ ≤ ‖x‖ und

∥∥T (id +x)− id +x
∥∥ ≤ ω

(
x, ‖x‖+

)
.
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Man beachte, dass Ĝ−1
n = T1Ĝn und Ĝn = T2Ĝ

−1
n . Daher folgt Satz 8.21 aus Satz 8.8 und

Lemma 8.22, angewandt auf x = Ĝn − id.

Beweis von Lemma 8.22. Für beliebiges festes u ∈ [0, 1] und t ∈ [−u, 1− u] ist

(id +x)(u+ t) = u+ t+ x(u+ t)

{
> u falls t > ‖x‖,
< u falls t < −‖x‖.

Folglich ist T2(id +x)(u) ≤ u+‖x‖ und T1(id +x)(u) ≥ u−‖x‖, also insbesondere
∥∥T (id +x)−

id
∥∥ ≤ ‖x‖. Mit ωo := ω

(
x, ‖x‖+

)
ist ferner

u+ t+ x(u+ t) = u+ t+ x(u) +
(
x(u+ t)− x(u)

){
> u falls |t| ≤ ‖x‖ und t > −x(u) + ωo,
< u falls |t| ≤ ‖x‖ und t < −x(u)− ωo.

Dies zeigt, dass T2(id +x)(u) ≤ −x(u)+ωo und T1(id +x)(u) ≥ −x(u)−ωo, also insbesondere∥∥T (id +x)− id +x
∥∥ ≤ ωo.

Anmerkung 8.23. Mithilfe von Satz 8.8 und Lemma 8.9 ergibt sich sogar, dass∥∥∥n1/2(Ĝn − id) + n1/2(Ĝ−1
n − id)

∥∥∥ = Op
(
n−1/4 log(n)1/2

)
.

Anmerkung 8.24. Mithilfe des Invarianzprinzips für Partialsummenprozesse, Satz 8.7, kann man
auch direkt nachweisen, dass

(
n1/2(Ĝ−1

n −id)
)
n

in Verteilung gegen eine Brownsche Brücke kon-
vergiert. Sei nämlich Wn(t) := n−1/2

∑
i≤dnte(Yi − 1) mit unabhängigen, exponentialverteilten

Zufallsvariablen Y1, Y2, Y3, . . .. Dann ist

Ĝ−1
n =L

(∑
i≤dnte Yi∑
i≤n+1 Yi

)
t∈[0,1]

=
( n−1/2Wn(t) + n−1dnte

1 + n−1/2Wn(1) + n−1Yn+1

)
t∈[0,1]

;

siehe Abschnitt 3.4. Das heißt,

n1/2(Ĝ−1
n − id) =L

(Wn(t)− tWn(1) +Rn(t)

1 + Sn

)
t∈[0,1]

mit Sn := n−1/2Wn(1) + n−1Yn+1 = Op(n
−1/2) und

Rn(t) := n−1/2(dnte − nt)− tn−1/2Yn+1, ‖Rn‖ = Op(n
−1/2).

Demnach konvergiert n1/2(Ĝ−1
n − id) in Verteilung gegenW −W (1) id, eine Brownsche Brücke.

Aus Lemma 8.5, angewandt auf x = Ĝ−1
n − id und T = T2, kann man nun Satz 8.21 sowie

Satz 8.8 ableiten.

8.6 Anwendungen auf Rangstatistiken und -prozesse

Mit Hilfe von Donskers Theorem (Satz 8.8) und einfachen zusätzlichen Überlegungen kann man
verschiedene Verfahren, die auf Rangstatistiken basieren, behandeln. Dazu eine einfache Vorüber-
legung: Sei F̂n die empirische Verteilungsfunktion von unabhängigen Zufallsvariablen Xn1, Xn2,
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. . . ,Xnn mit stetiger Verteilungsfunktion Fn. Dann sind dieXni fast sicher paarweise verschieden,
und der Rang RXni von Xni lässt sich schreiben als

RXni = nF̂n(Xni).

Wenn man keine Stetigkeit von Fn voraussetzen möchte und die übliche Konvention bei Bindun-
gen anwendet, ergibt sich

RXni = n
(
F̂n(Xni−) + F̂n(Xni)

)
/2 + 1/2.

Aus Gründen der Bequemlichkeit betrachten wir aber nur stetige Verteilungsfunktionen.

Spearmans Rangkorrelationskoeffizient. Seien (Xn1, Yn1), (Xn2, Yn2), . . . , (Xnn, Ynn) sto-
chastisch unabhängig und identisch verteilt nach einer Verteilung Hn auf R× R. Ferner seien die
marginalen Verteilungsfunktionen Fn und Gn von Xn1 bzw. Yn1 stetig. Mit F̂n bezeichnen wir
die empirische Verteilungsfunktion (und Verteilung) der Beobachtungen Xni, mit Ĝn diejenige
der Beobachtungen Yni. Ferner sei Ĥn die empirische Verteilung aller Beobachtungen (Xni, Yni).
Mit den Rängen RXni = nF̂n(Xni) und RYni = nĜn(Yni) lässt sich Spearmans Rangkorrelati-
onskoeffizient ρ̂n wie folgt darstellen:

n∑
i=1

(
RXni −

n+ 1

2

)(
RYni −

n+ 1

2

)
= n3

(∫
(F̂n − 1/2)⊗ (Ĝn − 1/2) dĤn −

1

4n2

)
und

n∑
i=1

(
RXni −

n+ 1

2

)2
=

n∑
i=1

(
RYni −

n+ 1

2

)2
= n3

( 1

12
− 1

12n2

)
.

Dabei bezeichnet allgemein h ⊗ k die Funktion (x, y) 7→ h(x)k(y) auf R × R für Funktionen
h, k : R→ R. Also ist

ρ̂n =

∑n
i=1

(
RXni − n+1

2

)(
RYni − n+1

2

)√∑n
i=1

(
RXni −

n+1
2

)2∑n
i=1

(
RYni −

n+1
2

)2
= 12

∫
(F̂n − 1/2)⊗ (Ĝn − 1/2) dĤn +Op(n

−2).

Man kann ρ̂n als Schätzer für die theoretische Größe

ρn := Corr
(
Fn(Xn1), Gn(Yn1)

)
= 12

∫
(Fn − 1/2)⊗ (Gn − 1/2) dHn

auffassen. Nun gilt folgende Entwicklung für ρ̂n:

Lemma 8.25.

√
n
(
ρ̂n − ρn

)
= n−1/2

n∑
i=1

(
hn(Xni, Yni)− IEhn(Xn1, Yn1)

)
+ op(1)
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mit

hn(x, y) := 12(Fn(x)− 1/2)(Gn(y)− 1/2)

+ 12

∫ (
1[x,∞) ⊗ (Gn − 1/2) + (Fn − 1/2)⊗ 1[y,∞)

)
dHn.

Anmerkung 8.26. Sind Xn1 und Yn1 stochastisch unabhängig, dann ist hn = 12(Fn − 1/2) ⊗
(Gn − 1/2), und Var(hn(Xn1, Yn1)) = 1.

Beweis von Lemma 8.25. Wir schreiben
√
n(F̂n−Fn) = Bn1◦Fn und

√
n(Ĝn−Gn) = Bn2◦Gn

mit stochastischen Prozessen Bn1, Bn2 auf [0, 1], die in Verteilung gegen eine Brownsche Brücke
konvergieren (und im allgemeinen abhängig sind). Dann ist

12−1(ρ̂n − ρn) =

∫
(Fn − 1/2)⊗ (Gn − 1/2) d(Ĥn −Hn)

+

∫
(F̂n − Fn)⊗ (Gn − 1/2) dĤn +

∫
(Fn − 1/2)⊗ (Ĝn −Gn) dĤn

+

∫
(F̂n − 1/2)⊗ (Ĝn − 1/2) dĤn +Op(n

−2)

=

∫
(Fn − 1/2)⊗ (Gn − 1/2) d(Ĥn −Hn)

+

∫
(F̂n − Fn)⊗ (Gn − 1/2) dHn +

∫
(Fn − 1/2)⊗ (Ĝn −Gn) dHn

+ Rn0 +Rn1 +Rn2 +Op(n
−2),

wobei

|Rn0| =
∣∣∣∫ (F̂n − 1/2)⊗ (Ĝn − 1/2) dĤn

∣∣∣ ≤ n−1‖Bn1‖[0,1]‖Bn2‖[0,1] = Op(n
−1)

und

√
n|Rn1| =

∣∣∣∫ (Bn1 ◦ Fn)⊗ (Gn − 1/2) d(Ĥn −Hn)
∣∣∣,

√
n|Rn2| =

∣∣∣∫ (Fn − 1/2)⊗ (Bn2 ◦Gn) d(Ĥn −Hn)
∣∣∣.

Wir werden später zeigen, dass für beliebige δ ∈ (0, 1] gilt:

(8.7)
√
n|Rnj | ≤ ω(Bnj , δ+)

(
1 +
‖Ĥn −Hn‖F

δ

)
mit

F :=
{

1[a,∞) ⊗ (Gn − 1/2), a ∈ R
}
∪
{

(Fn − 1/2)⊗ 1[b,∞) : b ∈ R
}
.

Man kann leicht zeigen, dass IE ‖Ĥn − Hn‖F → 0. Wählt man nun δ = δn von der gleichen
Größenordnung wie IE ‖Ĥn −Hn‖F , dann ergibt sich, dass Rnj = op(n

−1/2) für j = 1, 2.

Mit den Techniken in Kapitel 9 kann man sogar zeigen, dass IE ‖Ĥn −Hn‖F = O(n−1/2), und
für δn = n−1/2 ergibt sich aus Lemma 8.9, dass Rnj = Op

(
log(n)1/2n−3/4

)
.
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Ungleichung (8.7) ergibt sich aus folgender Konstruktion: Für eine beschränkte Funktion b auf
[0, 1] mit b(0) = 0 setzen wir

bδ :=

bδ−1c∑
i=1

(
b(iδ)− b((i− 1)δ)

)
1[iδ,1].

Dann ist ‖b− bδ‖[0,1] ≤ ω(b, δ+), und bδ ist eine Linearkombination von bδ−1c Indikatorfunktio-
nen der Form 1[v,1], die mit Faktoren, welche absolut kleiner oder gleich ω(b, δ+) sind, multipli-
ziert werden. Ferner ist 1[v,1] ◦ Fn(x) = 1{x ≥ F−1

n (v)} und 1[v,1] ◦Gn(y) = 1{y ≥ G−1
n (v)}.

Wir wissen also, dass ρ̂n − ρn bis auf einen Fehler der Ordnung op(n−1/2) gleich

12

∫
(Fn − 1/2)⊗ (Gn − 1/2) d(Ĥn −Hn)

+ 12

∫
(F̂n − Fn)⊗ (Gn − 1/2) dHn + 12

∫
(Fn − 1/2)⊗ (Ĝn −Gn) dHn

ist, und man leicht nachrechnen, dass dies gleich
∫
hn d(Ĥn−Hn) mit der angegebenen Funktion

hn : R× R→ R ist.

Mann-Whitney-Statistiken. Seien Xm1, Xm2, . . . , Xmm und Yn1, Yn2, . . . , Ynn stochastisch
unabhängige Zufallsvariablen mit stetigen Verteilungsfunktionen Fm(r) := IP(Xmi ≤ r) und
Gn(r) := IP(Ynj ≤ r). Die Mann-Whitney-U-Statistik ist definiert als

Um,n :=
1

mn

m∑
i=1

n∑
j=1

1{Xi ≥ Yj}.

Sie ist eng verwandt mit der Wilcoxon-Rangsummenstatistik, lässt sich aber besser interpretieren
als letztere. Mitunter betrachtet man noch einen Shift-Parameter θ ∈ R und definiert

ûm,n(θ) :=
1

mn

m∑
i=1

n∑
j=1

1{Xi − θ ≥ Yj}.

Unter der Annahme, dass Fm = Gn(· − θm,n) für einen unbekannten Shift-Parameter θm,n, sucht
man dann θ̂m,n derart, dass ûm,n(θ̂m,n) ≈ 1/2.

Mit den empirischen Verteilungsfunktionen F̂m der Xmi und Ĝn der Ynj kann man schreiben

ûm,n(θ) =

∫
Ĝn(x− θ) F̂m(dx) = 1−

∫
F̂m((y + θ)−) Ĝn(dy).

Offensichtlich ist dies ein Schätzer für

um,n(θ) :=

∫
Gn(x− θ)Fm(dx) = 1−

∫
Fm(y + θ)Gn(dy) = IP(Xm1 − θ ≥ Yn1).

Für ûm,n − um,n gilt folgende Entwicklung:
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Lemma 8.27.

ûm,n(θ)−um,n(θ) =

∫
Gn(x− θ) (F̂m−Fm)(dx)−

∫
Fm(y+ θ) (Ĝn−Gn)(dy) +Rm,n(θ)

wobei

sup
θ∈R
|Rm,n(θ)| = Op

(min(m,n)−1/4(log min(m,n))1/2√
max(m,n)

)
für min(m,n)→∞.

Anmerkung 8.28. Falls Fm ≡ Gn, ist um,n(0) = 1/2, und Um,n − 1/2 = ûm,n(0) − 1/2 ist
gleich

1

m

m∑
i=1

(Fm(Xmi)− 1/2)− 1

n

n∑
j=1

(Gn(Ynj)− 1/2) + op
(
max(m,n)−1/2

)
.

Hieraus folgt, dass √
12mn

m+ n
(Um,n − 1/2) →L N (0, 1).

Anmerkung 8.29. Schreibt man
√
m(F̂m − Fm) = Bm1 ◦ Fm und

√
n(Ĝn −Gn) = Bn2 ◦Gn

mit stochastisch unabhängigen uniformen empirischen Prozessen Bm1, Bn2 →L B, dann kann
man auch schreiben:√

mn

m+ n

(
ûm,n(θ)− um,n(θ)

)
=

√
m

m+ n

∫
Bn2 ◦Gn(x− θ)Fm(dx)

−
√

n

m+ n

∫
Bm1 ◦ Fm(y + θ)Gn(dy) + R̃m,n(θ),

wobei supθ∈R |R̃m,n(θ)| = op(1). Für große Werte von min(m,n) verhält sich dies in etwa wie√
m

m+ n

∫
B2 ◦Gn(x− θ)Fm(dx)−

√
n

m+ n

∫
B1 ◦ Fm(y + θ)Gn(dy)

mit stochastisch unabhängigen Brownschen Brücken B1, B2.

Beweis von Lemma 8.27. Durch Teleskopieren und eine einfache Rechnung ergibt sich die Dar-
stellung

ûm,n(θ)− um,n(θ)

=

∫
Gn(x− θ) (F̂m − Fm)(dx) +

∫
(Ĝn −Gn)(x− θ)Fm(dx) +Rm,n(θ)

=

∫
Gn(x− θ) (F̂m − Fm)(dx)−

∫
Fm(y + θ) (Ĝn −Gn)(dy) +Rm,n(θ)

mit

Rm,n(θ) :=

∫
(Ĝn −Gn)(x− θ) (F̂m − Fm)(dx)

=

∫
(F̂m − Fm)((y + θ)−) (Ĝn −Gn)(dy).
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Nun schreiben wir
√
m(F̂m − Fm) = Bm1 ◦ Fm und

√
n(Ĝn − Gn) = Bn2 ◦ Gn, wobei

Bm1, Bn2 →L B. Durch Approximation von Bm1 und Bn2 durch Treppenfunktionen wie im
Beweis von Lemma 8.25 kann man zeigen, dass

|Rm,n(θ)| = n−1/2
∣∣∣∫ (Bn2 ◦Gn)(x− θ) (F̂m − Fm)(dx)

∣∣∣
≤ n−1/2ω(Bn2, δ+)

(
1 +
‖F̂m − Fm‖R

δ

)
bzw.

|Rm,n(θ)| = m−1/2
∣∣∣∫ (Bm1 ◦ Fm)((y + θ)−) (Ĝn −Gn)(dx)

∣∣∣
≤ m−1/2ω(Bm1, δ+)

(
1 +
‖Ĝn −Gn‖R

δ

)
für beliebige δ ∈ (0, 1]. Setzt man δ = min(m,n)−1/2, dann ergibt dies zusammen mit Lemma 8.9
die behauptete Ungleichung für supθ∈R |Rm,n(θ)|.

Wilcoxons signierte Ränge. Wie zu Beginn seinenXn1, Xn2, . . . , Xnn stochastisch unabhängi-
ge Zufallsvariablen mit stetiger Verteilung(sfunktion) Fn. Die empirische Verteilung(sfunktion)
derXni sei F̂n. Für die Nullhypothese, dass Fn um einen Punkt θ ∈ R symmetrisch ist, betrachten
wir Wilcoxons Signed-Rank-Statistik

τ̂n(θ) :=
1

n

n∑
i=1

sign(Xni − θ)F̂n
([
θ − |Xni − θ|, θ + |Xni − θ|

])
=

∫
sign(x− θ)

(
F̂n(θ + |x− θ|)− F̂n(θ − |x− θ|)

)
F̂n(dx) +Rn1(θ)

=

∫ (
F̂n(x)− F̂n(2θ − x)

)
F̂n(dx) +Rn1(θ)

= 1/2−
∫
F̂n(2θ − x) F̂n(dx) +Rn1(θ) + (2n)−1,

wobei |Rn1(θ)| ≤ n−1. Dies ist ein Schätzer für

τn(θ) :=

∫
sign(x− θ)Fn

([
θ ± |x− θ|

])
Fn(dx)

=

∫ (
Fn(x)− Fn(2θ − x)

)
Fn(dx)

= 1/2−
∫
Fn(2θ − x)Fn(dx).

Auch hier kann man durch Teleskopieren und Abschätzung eines Restterms die Differenz τ̂n− τn
approximieren:

Lemma 8.30.

τ̂n(θ)− τn(θ) = −2

∫
Fn(2θ − x) (F̂n − Fn)(dx) +Rn(θ)

wobei
sup
θ∈R
|Rn(θ)| = Op

(
n−3/4(log n)1/2

)
.
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Anmerkung 8.31. Ist Fn symmetrisch um θn ∈ R, das heißt,

Fn(θn + h) = 1− Fn(θn − h) für alle h ∈ R,

dann ist −Fn(2θn − x) = Fn(x)− 1, so dass τn(θn) = 0 und

√
n τ̂n(θn) = n−1/2

n∑
i=1

(1− 2Fn(Xni)) + op(1) →L N (0, 1/3).

Anmerkung 8.32. Schreibt man
√
n(F̂n − Fn) = Bn ◦ Fn mit Bn →L B, dann ist

√
n
(
τ̂n(θ)− τn(θ)

)
= 2

∫
Bn ◦ Fn(2θ − x)Fn(dx) + R̃n(θ)

mit supθ∈R |R̃n(θ)| = op(1). Dies verhält sich asymptotisch wie

2

∫
B ◦ Fn(2θ − x)Fn(dx).

Beweis von Lemma 8.30. Schreibt man
√
n(F̂n − Fn) = Bn ◦ Fn mit Bn →L B, dann gilt für

beliebige θ ∈ R:∫
F̂n(2θ − x) F̂n(dx)−

∫
Fn(2θ − x)Fn(dx)

=

∫
(F̂n − Fn)(2θ − x)Fn(dx) +

∫
Fn(2θ − x) (F̂n − Fn)(dx) +Rn2(θ)

= 2

∫
Fn(2θ − x) (F̂n − Fn)(dx) +Rn2(θ),

wobei

|Rn2(θ)| =
∣∣∣∫ (F̂n − Fn)(2θ − x) (F̂n − Fn)(dx)

∣∣∣
= n−1/2

∣∣∣∫ Bn ◦ Fn(2θ − x) (F̂n − Fn)(dx)
∣∣∣

≤ n−1/2ω
(
Bn, n

−1/2 +
)(

1 +
√
n‖F̂n − Fn‖R

)
= Op

(
n−3/4(log n)1/2

)
nach Lemma 8.9; siehe auch den Beweis von Lemma 8.25.

8.7 Aufgaben

Aufgabe 8.1. Beweisen Sie die unter Anmerkung 8.6 aufgeführten Eigenschaften der Brown-
schen Bewegung und -Brücke. (Vorsicht bei t 7→ tW (1/t)!)

Aufgabe 8.2. Seien F, Fn, F̂n wie in Abschnitt 8.3. Zeigen Sie, dass aus ω(Fn, 0+) = o(n−1/2)

folgt, dass auch ω(F̂n, 0+) = op(n
−1/2).
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Aufgabe 8.3. Formulieren und beweisen Sie einen zentralen Grenzwertsatz analog zu Satz 8.10
für folgendes Funktional:

T (P ) :=

∫
xw(F (x))P (dx)

/∫
w(F (x))P (dx),

wobei w : [0, 1]→ [0,∞) stetig differenzierbar ist mit {w > 0} = (α, 1− α) für eine Konstante
0 < α < 1/2.

Aufgabe 8.4. Sei B eine Brownsche Brücke. Zeigen Sie, dass

IP
(
B(t) ≥ (a(1− t) + bt)η für ein t ∈ [0, 1]

)
= exp(−2abη2)

für beliebige η, a, b ≥ 0.

Hinweis: Verwenden Sie die Tatsachen, dass

W (t) := (1 + t)B(t/(1 + t)) und W̃ (t) := σ−1W (σ2t)

mit σ > 0 Brownsche Bewegungen auf [0,∞) definieren.

Aufgabe 8.5. Sei B eine Brownsche Brücke. Zeigen Sie, dass U := arg maxt∈[0,1]B(t) fast
sicher eindeutig definiert ist und folgende Eigenschaft hat: Für beliebige r ∈ (0, 1) ist

IP
(
U ≤ r

∣∣B(r)
)

= r fast sicher.

Hinweis: Zeigen Sie, dass man B mit zwei stochastisch unabhängigen Brownschen Brücken
B1, B2 und einer davon unabhängigen Zufallsvariable Y ∼ N (0, r(1 − r)) darstellen kann: Für
0 ≤ λ ≤ 1 setze

B(λr) :=
√
rB1(λ) + λY,

B(r + λ(1− r)) :=
√

1− rB2(λ) + (1− λ)Y.

Verwenden Sie nun Aufgabe 8.4.

Aufgabe 8.6. Sei B eine Brownsche Brücke. Bestimmen Sie mit Hilfe des Spiegelungsprinzips
für die Brownsche Bewegung die Wahrscheinlichkeit

IP
(

min
t∈[0,1]

B(t) ≤ −r und max
t∈[0,1]

B(t) ≥ s
)

für r, s > 0. (Hieraus kann man die Verteilung von maxt,u∈[0,1]

(
B(u)−B(t)

)
ableiten.)



Kapitel 9

Chaining

9.1 Maximalungleichungen

Sei Z ein stochastischer Prozess auf einem präkompakten pseudometrischen Raum (T , ρ). Wir
nehmen stets an, dass entweder T abzählbar ist oder Z stetige Pfade bezüglich ρ hat.

Das Chaining ist eine Technik, mit der man ‖Z‖ oder ω(Z, δ) nach oben abschätzen kann. Ein
entscheidender Schritt ist dabei, das Maximum endlich vieler Zufallsvariablen Y1, Y2, . . . , Ym ab-
zuschätzen. Eine naive Schranke ist IE maxi≤m |Yi| ≤

∑
i≤m IE |Yi|. Das folgende Lemma liefert

eine Verfeinerung hiervon:

Lemma 9.1 (Pisier). Sei ψ : R → [0,∞) eine gerade, konvexe Funktion mit ψ(0) = 0 und
ψ 6≡ 0. Für beliebige m ∈ N und Zufallsvariablen Y1, Y2, . . . , Ym ist

IE max
i≤m

|Yi| ≤ ψ−1
( m∑
i=1

IEψ(Yi)
)
,

wobei ψ−1(v) := max
{
u ≥ 0 : ψ(u) ≤ v

}
für v ≥ 0.

Mithilfe dieses Lemmas kann man folgenden Satz beweisen:

Satz 9.2 (Chaining, I). Sei ψ : R→ [0,∞) wie in Lemma 9.1. Für beliebige s, t ∈ T sei

IEψ
(Z(s)− Z(t)

ρ(s, t)

)
≤ 1, falls ρ(s, t) > 0,

Z(s) = Z(t) fast sicher, falls ρ(s, t) = 0.

(a) Für beliebige to ∈ T und δ(to) := supt∈T ρ(t, to) ist

IE ‖Z‖ ≤ IE |Z(to)|+ 4

∫ δ(to)/2

0
ψ−1

(
D(u, T , ρ)

)
du

≤ IE |Z(to)|+ 8

∫ δ(to)/4

0
ψ−1

(
N(u, T , ρ)

)
du.

129
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(b) Für beliebige δ > 0 ist

IEω(Z, δ) ≤ 16

∫ δ/8

0
ψ−1

(
N(u, T , ρ)2

)
du.

Beweis von Lemma 9.1. Aus der Konvexität von ψ und der Jensenschen Ungleichung folgt, dass

ψ
(

IE max
i≤m

|Yi|
)
≤ IEψ

(
max
i≤m

|Yi|
)

= IE max
i≤m

ψ(Yi)

≤
m∑
i=1

IEψ(Yi).

Dabei ergibt sich der zweite Schritt aus der Tatsache, dass ψ auf [0,∞) monoton wachsend ist,
und der dritte Schritt folgt aus der Tatsache, dass ψ ≥ 0. Nun folgt er der Definition von ψ−1, dass
IE maxi≤m |Yi| nicht größer ist als ψ−1

(∑
i≤m IEψ(Yi)

)
.

Beweis von Satz 9.2, Teil (a). Sei T = {to, t1, t2, . . .}, oder sei {to, t1, t2, . . .} eine dichte Teil-
menge von T , und Z habe stetige Pfade. Nach dem Satz von der monotonen Konvergenz ist in
beiden Fällen IE ‖Z‖ = limk→∞ IE ‖Z‖{to,t1,...,tk}. Deshalb kann man ohne Einschränkung an-
nehmen, dass T endlich ist. Außerdem kann man annehmen, dass ρ(s, t) > 0 für verschiedene
s, t ∈ T .

Nun sei T0 := {to} und δ0 := δ(to). Für k = 1, 2, 3, . . . wählen wir induktiv eine maximale
Teilmenge Tk von T , so dass gilt:

Tk−1 ⊂ Tk und ρ(s, t) > δk := 2−kδ0 für verschiedene s, t ∈ Tk.

Die Maximalität von Tk für k ≥ 1 und die Definition von δ(to) = δ0 implizieren, dass

#Tk ≤ D(δk, T , ρ) und ρ(t, Tk) ≤ δk für alle t ∈ T und k ∈ N0.

Insbesondere ist T0 ⊂ T1 ⊂ T2 ⊂ · · · ⊂ T` = T für ein ` ∈ N. Für jedes k ∈ N0 und t ∈ T
wählen wir einen Punkt πkt ∈ Tk derart, dass ρ(t, πkt) ≤ δk. Dann ist

‖Z‖Tk+1
≤ max

t∈Tk+1

(
|Z(πkt)|+

∣∣Z(t)− Z(πkt)
∣∣)

≤ ‖Z‖Tk + max
t∈Tk+1

|Z(t)− Z(πkt)|,(9.1)

und nach Lemma 9.1 ist

IE max
t∈Tk+1

|Z(t)− Z(πkt)| = δk IE max
t∈Tk+1

|Z(t)− Z(πkt)|
δk

≤ δkψ
−1(#Tk+1)

≤ δkψ
−1
(
D(δk+1, T , ρ)

)
= 4(δk+1 − δk+2)ψ−1

(
D(δk+1, T , ρ)

)
≤ 4

∫ δk+1

δk+2

ψ−1
(
D(u, T , ρ)

)
du.
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Letztere Ungleichung folgt aus der Tatsache, dass ψ−1(D(u, T , ρ)) monoton fallend ist in u > 0.
Kombiniert man diese Ungleichungen für k = 0, 1, 2, . . . , `− 1, dann folgt, dass

IE ‖Z‖T ≤ IE ‖Z‖T0 + 4
∞∑
k=0

∫ δk+1

δk+2

ψ−1
(
D(u, T , ρ)

)
du

= IE |Z(to)|+ 4

∫ δ(to)/2

0
ψ−1

(
D(u, T , ρ)

)
du.

Zusammen mit der Ungleichung D(u, T , ρ) ≤ N(u/2, T , ρ) folgt hieraus auch die zweite be-
hauptete Ungleichung.

Beweis von Satz 9.2, Teil (b). Dieses Resultat folgt aus Teil (a), indem man das dortige Tupel
(T , ρ, Z, to) durch (T̃ , ρ̃, Z̃, t̃o) ersetzt, wobei

T̃ = T̃ (δ) :=
{

(s, t) ∈ T × T : ρ(s, t) < δ
}
,

ρ̃[(s, t), (s′, t′)] := min
(
ρ(s, s′) + ρ(t, t′), ρ(s, t) + ρ(s′, t′)

)
für s, t, s′, t′ ∈ T ,

Z̃(s, t) := Z(s)− Z(t),

t̃o := (to, to)

für ein beliebiges to ∈ T . Dann ist nämlich ω(Z, δ) = ‖Z̃‖T̃ und Z̃(t̃o) ≡ 0.

Man kann leicht zeigen, dass ρ̃ eine Pseudometrik auf T̃ ist, und dass

N(u, T̃ , ρ̃) ≤ N(u, T × T , ρ̃) ≤ N(u/2, T , ρ)2 für alle u > 0.

In der Tat gilt letztere Ungleichung für die “Manhattan-Distanz” bzw. “Mannheim-Distanz”

dM[(s, t), (s′, t′)] := ρ(s, s′) + ρ(t, t′)

anstelle von ρ̃; siehe Abbildung 9.1. Ferner ist

ρ̃[(s, t), (s′, t′)] = min
(
dM[(s, t), (s′, t′)], dM[(s, t),∆] + dM[(s′, t′),∆]

)
mit der “Diagonalen” ∆ := {(t, t) : t ∈ T } von T . Eine mögliche anschauliche Deutung: Der Ab-
stand dM misst Fußwege in Mannheim. Man kann zu Fuß von (s, t) nach (s′, t′) gelangen und legt
dabei den Weg dM[(s, t), (s′, t′)] zurück. Oder man läuft von (s, t) aus auf dem schnellsten Wege
zur Diagonalen ∆, zum Beipiel nach (s, s) oder (t, t), fährt ein Stück mit einer virtuellen Luxus-
U-Bahn (mit beliebigen Haltestellen!) entlang ∆ bis zum Punkt (s′, s′) oder (t′, t′), und läuft von
dort aus nach (s′, t′). Also beschreibt ρ̃ den kürzesten Fußweg bei möglicher U-Bahnbenutzung.

Schließlich kann man mithilfe der Konvexität von ψ zeigen, dass

IEψ
( Z̃(s̃)− Z̃(t̃)

ρ̃(s̃, t̃)

)
≤ 1 für beliebige s̃, t̃ ∈ T̃ ,

wobei ψ(0/0) := 0 und ψ(a/0) :=∞ für a > 0. Da supt̃∈T̃ ρ̃(t̃, t̃o) ≤ δ, folgt aus Teil (a), dass

IE ‖Z̃‖T̃ ≤ 8

∫ δ/4

0
ψ−1

(
N(u/2, T , ρ)2

)
du = 16

∫ δ/8

0
ψ−1

(
N(u, T , ρ)2

)
du.
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Abbildung 9.1: Die Innenstadt von Mannheim.

Die Maximalungleichung von Lemma 9.1 kann man auf vielfältige Weisen verfeinern, siehe zum
Beispiel Aufgabe 9.8. Nun beschreiben wir eine Verfeinerung unter einer zusätzlichen Annahme
an die Funktion ψ. Dazu definieren wir für eine Zufallsvariable Y ihre Orlicz-Norm

‖Y ‖ψ := inf
{
r > 0 : IEψ(Y/r) ≤ 1

}
(mit inf(∅) :=∞).

Dies ist eine Seminorm auf dem Vektorraum Lψ(IP) aller Zufallsvariablen Y auf (Ω,A, IP), so
dass IEψ(Y/r) < ∞ für ein r > 0; siehe Aufgabe 9.2. Für den Spezialfall ψ(x) := |x|p erhält
man den üblichen Raum Lp(IP) mit der Seminorm ‖Y ‖p := (IE |Y |p)1/p.

Lemma 9.3. Sei ψ : R→ [0,∞) wie in Lemma 9.1, und es sei

lim sup
x,y→∞

ψ(x)ψ(y)

ψ(xy)
< ∞.

Dann existiert eine universelle Konstante C(ψ), so dass für beliebige m ∈ N und Zufallsvariablen
Y1, Y2, . . . , Ym gilt: ∥∥∥max

i≤m
|Yi|
∥∥∥
ψ
≤ C(ψ)ψ−1(m) max

i≤m
‖Yi‖ψ.

Dieses Lemma ergibt eine verbesserte Version von Satz 9.2:
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Satz 9.4 (Chaining, II). Sei ψ : R→ [0,∞) wie in Lemma 9.3. Für beliebige s, t ∈ T sei

‖Z(s)− Z(t)‖ψ ≤ ρ(s, t).

Dann gilt für eine universelle Konstante C(ψ) ∈ (0,∞):

(a) Für beliebige to ∈ T und δ(to) := supt∈T ρ(t, to) ist

∥∥‖Z‖∥∥
ψ
≤ ‖Z(to)‖ψ + C(ψ)

∫ δ(to)/4

0
ψ−1

(
N(u, T , ρ)

)
du.

(b) Für beliebige δ > 0 ist

∥∥ω(Z, δ)
∥∥
ψ
≤ 2C(ψ)

∫ δ/8

0
ψ−1

(
N(u, T , ρ)2

)
du.

Subgaußsche Variablen. Ein wichtiger Spezialfall für ψ ist die Funktion

ψo(x) := exp(x2)− 1.

Hier kann man zeigen, dass
ψ−1
o (r) =

√
log(1 + r),

und für beliebige Zufallsvariablen Y ∈ R und Konstanten L > 0 gilt:

(9.2) IP(|Y | ≥ η) ≤ 2 exp(−η2/L) für alle η ≥ 0, falls ‖Y ‖ψo ≤
√
L,

(9.3) ‖Y ‖ψo ≤
√

3L falls IP(|Y | > η) ≤ 2 exp(−η2/L) für alle η ≥ 0;

siehe Aufgabe 9.3 und Aufgabe 9.4. Außerdem ist

ψ−1
o (r) ≤

√
log(3)/ log(2)

√
log r und

ψ−1
o (r2) ≤

√
2 log(5)/ log(4)

√
log r für alle r ≥ 2.

Aus Satz 9.4 kann man daher folgendes Resultat ableiten:

Korollar 9.5. Angenommen, Z hat subgaußsche Zuwächse bezüglich ρ. Das bedeutet, für belie-
bige s, t ∈ T und η ≥ 0 ist IP

(
|Z(s) − Z(t)| > ρ(s, t)η

)
≤ 2 exp(−η2/2). Für eine universelle

Konstante C gilt dann:

(a) Für beliebige to ∈ T und δ(to) := supt∈T ρ(t, to) ist

∥∥‖Z‖∥∥
ψo
≤ ‖Z(to)‖ψo + C

∫ δ(to)

0

√
logN(u, T , ρ) du.

(b) Für beliebige δ > 0 ist

∥∥ω(Z, δ)
∥∥
ψo
≤ C

∫ δ

0

√
logN(u, T , ρ) du. �
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Beweis von Lemma 9.3. Ohne Einschränkung sei ‖Yi‖ψ ≤ 1 für alle i ≤ m. Nach Voraussetzung
existieren Konstanten ro, so ≥ 1 derart, dass ψ(x)ψ(y) ≤ soψ(xy) für alle x, y ≥ ro. Für z ≥ 0

und r ≥ ro ist also

ψ(z/r) ≤ 1{z/r < ro}ψ(ro) + 1{z/r ≥ ro}ψ(z/r) ≤ ψ(ro) + soψ(z)/ψ(r).

Folglich ist

IEψ
(

max
i≤m

|Yi|
/

max
(
ψ−1(m), ro

))
≤ ψ(ro) + so IEψ

(
max
i≤m

|Yi|
)/

max(m,ψ(ro))

≤ ψ(ro) + so.

Wegen ψ(0) = 0 und der Konvexität von ψ ist ψ(·/q) ≤ ψ/q für beliebige q ≥ 1. Folglich ist∥∥∥max
i≤m
|Yi|
∥∥∥
ψ
≤ (ψ(ro) + so) max

(
ψ−1(m), ro

)
≤ (ψ(ro) + so) max

(
ro/ψ

−1(1), 1
)
ψ−1(m).

Beweis von Satz 9.4. Mit den gleichen Bezeichnungen wie im Beweis von Satz 9.2 folgt aus (9.1)
und Lemma 9.3, dass∥∥‖Z‖Tk+1

∥∥
ψ
≤

∥∥‖Z‖Tk∥∥ψ + C(ψ)δkψ
−1
(
N(δk+2, T , ρ)

)
≤

∥∥‖Z‖Tk∥∥ψ + 8C(ψ)

∫ δk+2

δk+3

ψ−1
(
N(u, T , ρ)

)
du.

Nun argumentiert man wie im Beweis von Satz 9.2.

Beweis von Korollar 9.5.. Nach (9.3) erfüllt der Prozess Z/
√

6 die Voraussetzungen von Satz 9.4
mit ψ = ψo. Daher ist∥∥‖Z‖∥∥

ψo
≤ ‖Z(to)‖ψo +

√
6C(ψo)

∫ δ(to)/4

0
ψ−1
o

(
N(u, T , ρ)

)
du,

∥∥ω(Z, δ)
∥∥
ψo
≤ 2

√
6C(ψo)

∫ δ/8

0
ψ−1
o

(
N(u, T , ρ)2

)
du.

Doch N(u, T , ρ) ≥ 2 für 0 < u < δ(to). Und aus N(uo, T , ρ) = 1 für ein uo ≤ δ/8 würde
folgen, dass ω(Z, δ) = ω(Z, 2uo). Wir können also ohne Einschränkung annehmen, dass die in
den vorangehenden Integralen auftretenden Überdeckungszahlen N(u, T , ρ) größer oder gleich 2

sind. Doch dann ist ψ−1
o

(
N(u, T , ρ) bzw. ψ−1

o

(
N(u, T , ρ)2

)
nicht größer als C ′

√
logN(u, T , ρ)

für eine geeignete Konstante C ′.

9.2 Anwendungen

Sei Zn =
∑n

i=1 φni mit unabhängigen stochastischen Prozessen φni auf einer abzählbaren Menge
T . Anstelle von ρ̂n(s, t) =

∑n
i=1 |φni(s)− φni(t)| betrachten wir die zufällige Pseudometrik

ρ̂n,2(s, t) = ρ̂n,2(s, t |φn) :=

√√√√ n∑
i=1

(φni(s)− φni(t))2
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auf T , wobei φn := (φni)
n
i=1. Sei nämlich Zon der symmetrisierte Prozess

∑n
i=1 ξiφni. Gegeben

φn, hat der Prozess Zon stetige Pfade und subgaußsche Zuwächse bezüglich ρ̂n,2. Diese Tatsa-
che folgt aus Hoeffdings Ungleichung (Korollar 4.3) und wird nun in verschiedenen Situationen
angewandt.

9.2.1 Eine Maximalungleichung für empirische Prozesse

Sei F eine punktweise separable Familie von messbaren Funktionen f : X → [0, 1] mit 0 ∈ F
und #F ≥ 2. Ferner sei

J(F) :=

∫ 1

0

√
logN(u2,F) du < ∞

mit den uniformen Überdeckungszahlen N(·,F) aus Abschnitt 6.2, wobei F := 1. Dann ist stets∥∥∥√n∥∥P̂n − P∥∥F∥∥∥ψo ≤ CJ(F)

mit einer universellen Konstante C. Denn für r > 0 folgt aus den beiden Symmetrisierungen, dass∥∥∥√n∥∥P̂n − P∥∥F∥∥∥ψo ≤ 2
∥∥‖Zon‖F∥∥ψo .

Hier ist Zon(f) := n−1/2
∑n

i=1 ξif(Xi) und

ρ̂n,2(f, g) =

√
P̂n(|f − g|2) ≤

√
P̂n(|f − g|).

Folglich ist N(u,F , ρ̂n,2) ≤ N(u2,F , ρP̂n) ≤ N(u2,F), und Korollar 9.5 ergibt

IEψo

( ‖Zon‖F
CJ(F)

)
= IE IE

(
ψo

( ‖Zon‖F
CJ(F)

) ∣∣∣X1, . . . , Xn

)
≤ 1

für die dortige Konstante C.

Es sei noch angemerkt, dass im Falle von #F ≥ 2 gilt:

J(F) ≤ C ′
√
V [sgr(F)]

mit der VC-Dimension V [sgr(F)] von sgr(F) und einer universellen Konstanten C ′. Diese Un-
gleichung folgt direkt aus Satz 6.3.

9.2.2 Prozesse mit Lipschitz-stetigen Pfaden

Angenommen, die Prozesse φni haben Lipschitz-stetige Pfade, und IEφni existiere in RT . Für
x : T → R definieren wir

‖x‖Lip := sup
s,t∈T

|x(s)− x(t)|
ρ(s, t)

mit den Konventionen 0/0 := 0 und a/0 :=∞ für a > 0. Dann gilt:



136 KAPITEL 9. CHAINING

Lemma 9.6. Es existiert eine universelle Konstante C <∞, so dass

IEω(Zn − IEZn, δ) ≤ C

√√√√IE
n∑
i=1

‖φni‖2(1−γ)‖φni‖2γLip

∫ δγ

0

√
logN(u1/γ , T , ρ) du

für beliebige δ > 0 und γ ∈ (0, 1].

Beweis. Nach Symmetrisierungslemma 3.1 (b) und 3.3 (b) ist IEω(Zn − IEZn, δ) nicht größer
als 2 IEω(Zon, δ). Wie schon erwähnt hat der symmetrisierte Prozess Zon subgaußsche Zuwächse
bezüglich ρ̂n,2, gegeben φn. Außerdem ist

(φni(s)− φni(t))2 = |φni(s)− φni(t)|2(1−γ)|φni(s)− φni(t)|2γ

≤ 41−γ‖φni‖2(1−γ)‖φni‖2γLip ρ(s, t)2γ ,

weshalb

ρ̂n,2(s, t) ≤ ρ̌n(s, t) := Dnρ(s, t)γ mit Dn := 21−γ

√√√√ n∑
i=1

‖φni‖2(1−γ)‖φni‖2γLip.

Ferner ist ω(Zon, δ | ρ) = ω(Zon, Dnδ
γ | ρ̌n) und N(u, T , ρ̌n) = N

(
(u/Dn)1/γ , T , ρ

)
. Daher folgt

aus Korollar 9.5, dass

IE
(
ω(Zon, δ)

∣∣φn) ≤ C

∫ Dnδγ

0

√
logN(u, T , ρ̌n) du

= C

∫ Dnδγ

0

√
logN

(
(u/Dn)1/γ , T , ρ

)
du

= CDn

∫ δγ

0

√
logN(u1/γ , T , ρ) du,

und die Behauptung folgt durch Integration beider Seiten bezüglich der Verteilung von φn.

Beispiel 9.7. Ein spezielles Anwendungsbeispiel sind empirische charakteristische Funktionen.
Für R > 0 sei TR = {t ∈ Rd : |t| ≤ R}, und sei ρ(s, t) := |s − t|. Für unabhängige, identisch
verteilte Zufallsvariablen X1, X2, X3, . . . ∈ Rd sei

Zn(t, 1) := n−1/2
n∑
i=1

cos(t>Xi),

Zn(t, 2) := n−1/2
n∑
i=1

sin(t>Xi).

Falls
IE |X1|ε < ∞ für ein ε > 0,

dann konvergiert (Zn − IEZn)n im Raum `∞(TR × {1, 2}) in Verteilung gegen einen zentrierten
Gaußprozess Z mit gleichmäßig stetigen Pfaden bezüglich der Metrik

ρ̃((s, j), (t, k)) := |s− t|+ |j − k|,
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und

IE
(
Z(s, j)Z(t, k)

)
= IE

(
Zn(s, j)Zn(t, k)

)
für alle s, t ∈ Rd und j, k ∈ {1, 2}.

Denn aus dem multivariaten Zentralen Grenzwertsatz folgt, dass die endlichdimensionalen Rand-
verteilungen von Zn schwach gegen die gewünschten zentrierten Normalverteilungen konver-
gieren. Nach Satz 7.32 in Abschnitt 7.7 genügt es zu zeigen, dass die Folgen (Zn(·, 1))n und
(Zn(·, 2))n asymptotisch stochastisch gleichstetig auf TR bezüglich der euklidischen Metrik ρ

sind. Dies folgt aber aus Lemma 9.6, angewandt auf φni(t) := n−1/2 cos(t>Xi) bzw. φni(t) :=

n−1/2 sin(t>Xi). Denn

‖φni‖TR ≤ n−1/2, ‖φni‖Lip ≤ n−1/2|Xi| und N(u, TR, ρ) ≤
(

1 +
2R

u

)d
.

Letztere Ungleichung folgt aus Lemma 6.2. Folglich ist ‖φni‖2(1−γ)‖φni‖2γLip ≤ n−1|Xi|2γ und

IEω(Zn(·, j), δ) ≤ C
√

IE |X1|2γ
∫ δγ

0

√
d log

(
1 +

2R

u1/γ

)
du.

9.2.3 Ein Funktionaler Zentraler Grenzwertsatz

Die Resultate in diesem Abschnitt lehnen sich stark an die Arbeit von K.S. Alexander (1987) an.
Neben der zufälligen Pseudometrik ρ̂n,2 betrachten wir nun auch die deterministische Metrik

ρn,2(s, t) :=
√

IE ρ̂n,2(s, t)2.

Mit den Prozessen

φ̃ni(s, t) := φni(s)φni(t) und Z̃n :=
n∑
i=1

φ̃ni

auf T × T kann man schreiben:

ρ̂n,2(s, t)2 = Z̃n(s, s) + Z̃n(t, t)− 2Z̃n(s, t).

Insbesondere ist ‖ρ̂2
n,2 − ρ2

n,2‖T ×T ≤ 4‖Z̃n − IE Z̃n‖T ×T .

Wir nehmen im folgenden an, dass die Prozesse φni und Zn “separabel” sind in folgendem Sin-
ne: Es existiere eine abzählbare Teilmenge To von T derart, dass ‖φni‖, ‖Zn − IEZn‖, ‖Z̃n −
IE Z̃n‖T ×T und ω(Zn − IEZn, δ | ρn,2) unverändert bleiben, wenn man T durch To ersetzt.

Lemma 9.8. Angenommen, die folgenden drei Bedingungen sind erfüllt:

IE

n∑
i=1

‖φni‖2 = O(1),(9.4)

IE

n∑
i=1

1
{
‖φni‖2 > u

}
‖φni‖2 = o(1) für beliebige u > 0,(9.5)

∫ δ

0

√
logN(u, T , ρ̂n,2) du →p 0 für n→∞, δ ↓ 0.(9.6)
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Daraus folgt, dass

(9.7) IE ‖Z̃n − IE Z̃n‖T ×T = o(1) und N(u, T , ρn,2) = O(1) für alle u > 0;

(9.8) ω
(
Zn − IEZn, δ

∣∣ ρn,2) →p 0 für n→∞, δ ↓ 0;

(9.9) ‖Zn − IEZn‖ = Op(1).

Anmerkung 9.9. Seien die φni signierte Maße auf X und F eine punktweise separable Klasse
von messbaren Funktionen auf X mit Einhüllender F := supf∈F |f |; siehe Abschnitt 6.2. Dann
sind die Voraussetzungen (9.4-9.5) erfüllt, falls

IE

n∑
i=1

|φni|(F )2 = O(1) und IE

n∑
i=1

1
{
|φni|(F )2 > u

}
|φni|(F )2 = o(1) für alle u > 0.

Setzt man zusätzlich noch voraus, dass

J(F) :=

∫ 1

0

√
logN(u2,F) du < ∞,

dann ist auch Bedingung (9.6) erfüllt. Denn ρ̂n,2(f, g)2 ≤ ρM̂n
(f, g) mit dem Maß M̂n :=

2
∑n

i=1 |φni|(F ) |φni|, weshalb N(u,F , ρ̂n,2) ≤ N
(
u2/M̂n(F ),F

)
und

∫ δ

0

√
logN(u,F , ρ̂n,2) du ≤

√
M̂n(F )

∫ δ/
√
M̂n(F )

0

√
logN(u2,F) du

≤
√

1 + M̂n(F )

∫ δ

0

√
logN(u2,F) du

für u, δ > 0, wobei M̂n(F ) = 2
∑n

i=1 |φni|(F )2 = Op(1).

Beweis von Lemma 9.8. Der erste Teil von Behauptung (9.7) folgt aus Korollar 6.10, angewandt
auf die Prozesse φ̃ni anstelle von φni. Zum einen ist ‖φ̃‖T ×T = ‖φni‖2, was die ersten beiden
Bedingungen von Korollar 6.10 impliziert. Zum anderen folgt aus (9.6), dass

(9.10) N(u, T , ρ̂n,2) = Op(1) für alle u > 0,

denn für 0 < δ ≤ u ist stets√
logN(u, T , ρ̂n,2) ≤ δ−1

∫ δ

0

√
logN(v, T , ρ̂n,2) dv.

Ferner ist

ρ̂n
(
(s, t), (s′, t′)

∣∣ φ̃n) ≤ n∑
i=1

(
|φni(t)|

∣∣φni(s)− φni(s′)∣∣+ |φni(s′)|
∣∣φni(t)− φni(t′)∣∣)

≤ Mn

(
ρ̂n,2(s, s′) + ρ̂n,2(t, t′)

)



9.2. ANWENDUNGEN 139

mit Mn :=
(∑n

i=1 ‖φni‖2
)1/2

= Op(1), woraus man ableiten kann, dass

N
(
u, T × T , ρ̂n(·, · | φ̃n)

)
≤ N

( u

2Mn
, T , ρ̂n,2

)
= Op(1).

Also ist auch die letzte Bedingung von Korollar 6.10 erfüllt. Folglich ist

IE ‖ρ̂2
n,2 − ρ2

n,2‖T ×T ≤ 4 IE ‖Z̃n − IE Z̃n‖T ×T = o(1).

Zusammen mit (9.10) folgt hieraus der zweite Teil von (9.7).

Zur Behauptung (9.8): Da Var[Zn(s) − Zn(t)] ≤ ρn,2(s, t)2, kann man aus Symmetrisierungs-
lemma 3.1 (a) und 3.3 (a) ableiten, dass für η ≥

√
2δ > 0 gilt:

IP
(
ω(Zn − IEZn, δ | ρn,2) ≥ 3η

)
≤ 4 IP

(
ω(Zon, δ | ρn,2) ≥ η

)
≤ 4 IP

(
‖ρ̂2

n,2 − ρ2
n,2‖T ×T ≥ 3δ2

)
+ 4 IP

(
ω(Zon, 2δ | ρ̂n,2) ≥ η

)
= o(1) + 4 IP

(
ω(Zon, 2δ | ρ̂n,2) ≥ η

)
,

gemäß (9.7). Doch Zon hat subgaußsche Zuwächse bezüglich ρ̂n,2 gegeben φn, und nach Korol-
lar 9.5 ist

IE
(
ω(Zon, 2δ | ρ̂n,2)

∣∣φn) ≤ C

∫ 2δ

0

√
logN(u, T , ρ̂n,2) du →p 0 für n→∞, δ ↓ 0.

Dies ergibt Behauptung (9.8).

Zu beweisen bleibt (9.9). Gemäß (9.7) und (9.8) gibt es zu beliebigem ε > 0 eine Folge von
Mengen Tn ⊂ T mit

#Tn = O(1) und lim sup
n→∞

IP
(
‖Zn − IEZn‖ ≥ ‖Zn − IEZn‖Tn + 1

)
≤ ε.

Doch nach (9.4) ist

IE ‖Zn − IEZn‖Tn ≤
∑
t∈Tn

IE
∣∣Zn(t)− IEZn(t)

∣∣
≤ #Tn

√
sup
t∈T

Var[Zn(t)]

≤ #Tn

√√√√IE

n∑
i=1

‖φni‖2

= O(1).

Satz 9.10. Angenommen, die Voraussetzungen von Lemma 9.8 sind erfüllt. Desweiteren gebe es
Funktionen H und K auf T × T , so dass

(9.11) ‖ IE Z̃n −H‖T ×T → 0 und ‖Cov(Zn)−K‖T ×T → 0.
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Dann ist T präkompakt bezüglich der Pseudometrik

ρ(s, t) :=
√
H(s, s) +H(t, t)− 2H(s, t),

und (Zn−IEZn)n konvergiert im Raum `∞(T ) in Verteilung gegen einen zentrierten Gaußprozess
W auf T mit Kovarianzfunktion K und gleichmäßig stetigen Pfaden bezüglich ρ.

Anmerkung 9.11. Im Falle von zentrierten Prozessen φni, also IEφni ≡ 0, ist IE Z̃n ≡ Cov(Zn).
Tatsächlich bleiben die Bedingungen (9.4-9.5) gültig, wenn man die Prozesse φni jeweils durch
φni− IEφni ersetzt (Aufgabe 9.5). Dagegen überträgt sich Bedingung (9.6) nicht automatisch auf
die zentrierten Prozesse.

Beweis von Satz 9.10. Aus (9.4-9.5) und (9.11) folgt zusammen mit dem Lindebergschen Zen-
tralen Grenzwertsatz, dass die endlichdimensionalen Randverteilungen von Zn − IEZn schwach
gegen die entsprechenden Randverteilungen eines zentrierten Gaußprozesses mit Kovarianzfunk-
tion K konvergieren.

Aus (9.11) folgt, dass ‖ρ2
n,2 − ρ2‖T ×T = o(1). Zusammen mit (9.7) ergibt sich die Präkompakt-

heit von (T , ρ), und (9.8) impliziert die stochastische Gleichstetigkeit der Folge (Zn − IEZn)n

bezüglich ρ. Die Konvergenz von (Zn − IEZn)n in Verteilung ist also eine direkte Folge des
Satzes 7.32.

9.2.4 Empirische Prozesse und P -Brücken

Wie in Kapitel 6.2 sei F eine punktweise separable Familie von messbaren Funktionen auf X mit
Einhüllender F := supf∈F |f |. Falls

P (F 2) < ∞ und J(F) :=

∫ 1

0

√
logN(u2,F) du < ∞,

dann konvergiert der empirische Prozess
(√
n(P̂n − P )(f)

)
f∈F im Raum `∞(F) in Verteilung

gegen einen zentrierten Gaußprozess BP mit Kovarianzen

IE
(
BP (f)BP (g)

)
= P (fg)− P (f)P (g)

und gleichmäßig stetigen Pfaden bezüglich der Metrik

ρ(f, g) :=
√
P ((f − g)2).

Dies folgt im wesentlichen aus Satz 9.10; siehe auch Anmerkung 9.9. Den GrenzprozessBP nennt
man auch eine P -Brücke.

Bootstrap. Bei festem P hängen sowohl ρn,2 als auch Cov[
√
n(P̂n − P )] nicht von n ab. Lem-

ma 9.8 und Satz 9.10 beinhalten aber auch folgendes Resultat: Sei P̂n die empirische Verteilung
von unabhängigen Zufallsvariablen Xn1, Xn2, . . . , Xnn mit Verteilung Pn auf X . Angenommen,

J(F) < ∞;
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Pn(F 2) = O(1) und Pn(1{F 2 > nu}F 2) = o(1) für beliebige u > 0;

sup
f,g∈F∪{1}

∣∣Pn(fg)− P (fg)
∣∣ = o(1).

Dann konvergiert
(√
n(P̂n − Pn)(f)

)
f∈F im Raum `∞(F) in Verteilung gegen eine P -Brücke.

Desweiteren gilt:

IE P̂n(F 2) = O(1) und IE P̂n(1{F 2 > nu}F 2) = o(1) für beliebige u > 0;

IE sup
f,g∈F∪{1}

∣∣P̂n(fg)− P (fg)
∣∣ = o(1).

Dabei folgt letztere Tatsache aus (9.7). Man kann also die Verteilung von Statistiken, die stetig von(√
n(P̂n−Pn)(f)

)
f∈F abhängen, konsistent schätzen, indem man die unbekannte Verteilung Pn

durch P̂n ersetzt.

9.2.5 Partialsummenprozesse und P -Bewegungen

Sei F wie in Abschnitt 9.2.4, und sei

Ŝn(f) := n−1/2
n∑
i=1

Yif(xni)

ein Partialsummenprozess wie in Abschnitt 1.2. Angenommen, die folgenden vier Bedingungen
sind mit Pn := n−1

∑n
i=1 δxni erfüllt:

J(F) < ∞;

IE(Y1) = 0 und IE(Y 2
1 ) = 1;

Pn(F 2) = O(1) und Pn(1{F 2 > nu}F 2) = o(1) für beliebige u > 0;

sup
f,g∈F

∣∣Pn(fg)− P (fg)
∣∣ = o(1)

für ein Wahrscheinlichkeitsmaß P auf X . Dann konvergiert Ŝn im Raum `∞(F) in Verteilung
gegen einen zentrierten Gaußprozess WP mit Kovarianzen

IE
(
WP (f)WP (g)

)
= P (fg)

und gleichmäßig stetigen Pfaden bezüglich der Metrik

ρ(f, g) :=
√
P ((f − g)2) = Var[WP (f)−WP (g)].

Diesen Grenzprozess WP nennt man auch eine P -Bewegung. Ist 1 ∈ F , was man ohne Ein-
schränkung annehmen kann, dann definiert BP (f) := WP (f)−P (f)WP (1) eine P -Brücke, und
BP , WP (1) sind stochastisch unabhängig.
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9.2.6 Vorzeichentests für lineare Regression

Seien Yn1, Yn2, . . . , Ynn unabhängige Zufallsvariablen mit stetigen Verteilungsfunktionen

Fni(r) := IP(Yni ≤ r).

Eine Variante des linearen Modells ist die Annahme, dass für gegebene feste Vektoren xn1, xn2,
. . . , xnn im Rd und einen unbekannten Parameter θn ∈ Rd gilt:

(9.12) Fni(θ
>
n xni) = 1/2 für 1 ≤ i ≤ n

Mit

~Zn(γ) :=

n∑
i=1

(
1{Yni ≤ γ>xni} − 1/2

)
xni ∈ Rd

ist allgemein

IE ~Zn(γ) =

n∑
i=1

(
Fni(γ

>xni)− 1/2
)
xni.

Unter der Modellannahme (9.12) ist IE ~Zn(γ) = 0 genau dann, wenn Fni(γ>xni) = 1/2 für alle
i ≤ n, und

2~Zn(θn) =L

n∑
i=1

ξixni

mit einer Rademacher-Folge (ξ1, ξ2, . . . , ξn). Ist also Bn(α) ⊂ Rd eine Menge mit

IP
( n∑
i=1

ξixni ∈ Bn(α)
)
≥ 1− α,

dann definiert 1
{

2~Zn(γ) ∈ Bn(α)
}

einen Test der Hypothese “θn = γ” zum Niveau 1− α, und

Cn(α) :=
{
γ ∈ Rd : 2~Zn(γ) ∈ Bn(α)

}
ist ein Konfidenzbereich für θn mit Konfidenzniveau 1− α.

Nun betrachten wir das asymptotische Verhalten des vektorwertigen Prozesses ~Zn : Rd → Rd.
Wir setzen voraus, dass

(9.13)
n∑
i=1

xnix
>
ni = I;

(9.14) max
i≤n
|xni| = o(1).

Dabei sei |v| die Euklidische Norm
√
v>v. Durch lineare Transformation der Vektoren xni und

Dimensionsreduktion, falls nötig, kann man stets erreichen, dass Bedingung (9.13) erfüllt ist. Ins-
besondere ist dann

n∑
i=1

|xni|2 = d.

Unter Bedingung (9.13) ist |xni|2 die “Hebelkraft” (leverage) des Design-Punktes xni. Bedin-
gung (9.14) verbietet also die Existenz von “Hebelarmpunkten”.
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Lemma 9.12. Unter der Voraussetzung (9.13) ist∥∥∥∥∥~Zn − IE ~Zn
∥∥
Rd

∥∥∥
ψo
≤ Cd

für eine universelle Konstante C. Setzt man zusätzlich (9.14) voraus, dann gilt:

ω
(
~Zn − IE ~Zn, δ

∣∣ ρn) →p 0 für n→∞, δ ↓ 0,

wobei

ρn(γ, γ̃) :=
n∑
i=1

|xni|2
∣∣Fni(γ>xni)− Fni(γ̃>xni)∣∣.

Unter den Annahmen (9.12), (9.13) und (9.14) folgt aus dem Lindebergschen Zentralen Grenz-
wertsatz, dass

L
(
2~Zn(θn)

)
→w Nd(0, I).

Daher ist
Cn,r :=

{
γ ∈ Rd : |~Zn(γ)| ≤ r

}
ein spezieller Konfidenzbereich für θn mit asymptotischem Konfidenzniveau

lim
n→∞

IP(θn ∈ Cn,r) = χ2
d([0, 4r

2]).

Die Berechnung von Cn,r ist alles andere als trivial, obwohl wir gleich sehen werden, dass es sich
unter gewissen Annahmen approximativ um eine Kugel mit Mittelpunkt θ̂n handelt. Letzterer ist
ein Schätzer

θ̂n ∈ arg min
γ∈Rd

Hn(γ) mit Hn(γ) :=
n∑
i=1

|Yni − γ>xni|.

Die Funktion Hn ist konvex, und man kann leicht zeigen, dass Hn(γ) → ∞ für |γ| → ∞, da
die Vektoren xni unter Bedingung (9.13) den Raum Rd aufspannen. Also ist arg min(Hn) eine
nichtleere, kompakte und konvexe Teilmenge des Rd. Ein Punkt θ̂n gehört zu arg min(Hn) genau
dann, wenn

DHn(θ̂n, δ) := lim
t↓0

Hn(θ̂n + tδ)−Hn(θ̂n)

t
≥ 0 für alle δ ∈ Rd.

Doch man kann leicht nachweisen, dass

DHn(θ̂n, δ) =

n∑
i=1

sign(θ̂>n xni − Yni)δ>xni +

n∑
i=1

1{Yni = θ̂>n xni}|δ>xni|

= 2δ> ~Zn(θ̂n) +

n∑
i=1

1{Yni = θ̂>n xni}(δ>xni)−.

Aus DHn(θ̂n, δ) ∧DHn(θ̂n,−δ) ≥ 0 folgt also, dass

(9.15) |~Zn(θ̂n)| ≤
n∑
i=1

1{Yni = θ̂>n xni}|xni| ≤ dmax
i≤n
|xni| fast sicher;

siehe Aufgabe 9.6. Folglich ist θ̂n ∈ Cn,r, sofern dmaxi≤n |xni| ≤ r.
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Lemma 9.13. Angenommen, es gelten (9.12), (9.13) und (9.14). Ferner sei

Fni(θ
>
n xni + ·) = F (·)

mit einer Verteilungsfunktion F , so dass

lim
y→0

F (y)− 1/2

y
= c > 0.

Dann gilt:

(9.16) inf
v∈Rd:|v|≥b

∣∣~Zn(θn + v)
∣∣ →p ∞ für n→∞, b→∞;

(9.17) sup
v∈Rd:|v|≤b

∣∣~Zn(θn + v)− ~Zn(θn)− cv
∣∣ = op(1) für beliebige b > 0.

Insbesondere ist

(9.18) θ̂n = θn − c−1 ~Zn(θn) + op(1),

und für Con,r :=
{
v ∈ Rd : |v − θ̂n| ≤ c−1r

}
gilt:

IP
(
Con,r−ε ⊂ Cn,r ⊂ Con,r+ε

)
→ 1 für beliebige ε > 0.

Beweis von Lemma 9.12. Als Hilfsmittel betrachten wir reellwertige Prozesse

φni(γ, λ) := 1{Yni ≤ γ>xni}λ>xni

und Zn =
∑n

i=1 φni auf T := Rd × Sd−1, wobei Sd−1 := {v ∈ Rd : |v| = 1}. Dann ist
λ>(~Zn − IE ~Zn)(γ) = (Zn − IEZn)(γ, λ), also

‖~Zn − IE ~Zn‖Rd = ‖Zn − IEZn‖T .

Nach den zwei Symmetrisierungen ist
∥∥‖Zn − IEZn‖

∥∥
ψo

nicht größer als 2
∥∥‖Zon‖∥∥ψo . Ferner ist

ρ̂n,2[(γ, λ), (γ̃, λ̃)]2

=
n∑
i=1

((
1{Yni ≤ γ>xni} − 1{Yni ≤ γ̃>xni}

)
λ>xni

+ 1{Yni ≤ γ̃>xni}(λ>xni − λ̃>xni)
)2

≤ 2

n∑
i=1

|xni|2
∣∣1{Yni ≤ γ>xni} − 1{Yni ≤ γ̃>xni}

∣∣+ 4
n∑
i=1

|xni|2|λ− λ̃|

= M̂n

(∣∣1H(γ) − 1H(γ̃)

∣∣)+ 2M̂n(1)ρ(λ, λ̃),

wobei

M̂n := 2

n∑
i=1

|xni|2δ(x>ni,Yni)
> ,

H(γ) :=
{
v ∈ Rd+1 : (−γ>, 1)v ≤ 0

}
,

ρ(λ, λ̃) := |λ− λ̃|.
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Man beachte, dass stets M̂n(1) = 2d. Die MengeH(γ) gehört zu der Familie der abgeschlossenen
Halbräume in Rd. Letztere ist eine VC-Klasse mit VC-Index d + 1; siehe Beispiel 5.14. Aus
Lemma 6.2 sowie Satz 6.3 folgt, dass

N
(
u,Sd−1, 2M̂n(1)ρ

)
≤

(9d

u

)d
und

N
(
u, {1H(γ) : γ ∈ Rd}, ρM̂n

)
≤

(6d

u

)5(d+1)
für 0 < u ≤ d.

Folglich ist

logN(u, T , ρ̂n,2) ≤ logN
(3u2

5
, Sd−1, 2M̂n(1)ρ

)
+ logN

(2u2

5
, {1H(γ) : γ ∈ Rd}, ρM̂n

)
≤ (6d+ 5) log

(15d

u2

)
für 0 < u ≤

√
d.

Ferner ist φni(γn, ·) ≡ 0 für alle i ≤ n und ein geeignetes γn = γn(Yn1, . . . , Ynn) ∈ Rd, und
ρ̂n,2[(γn, ·), (·, ·)]2 ≤

∑n
i=1 ‖φni‖2 ≤ d. Aus Korollar 9.5, angewandt auf die bedingte Verteilung

von Zon gegeben φn, folgt also, dass

∥∥∥‖Zon‖∥∥∥
ψo
≤ C

√
6d+ 5

∫ √d
0

√
log
(15d

u2

)
du ≤ 4Cd

∫ 1

0

√
log
(15

u2

)
du.

Mit obigen Überlegungen folgt aus (9.13) und (9.14), dass die Voraussetzungen von Lemma 9.8
erfüllt sind. Also gilt:

ω
(
Zn − IEZn, δ

∣∣ ρn,2) →p 0 für n→∞, δ ↓ 0.

Doch

ρn,2
(
(γ, λ), (γ̃, λ̃)

)2 ≤ 2ρn(γ, γ̃) + 4d|λ− λ̃|,

so dass

ω
(
~Zn − IE ~Zn, δ

∣∣ ρn) = sup
γ,γ̃∈Rd,λ∈Sd−1:ρn(γ,γ̃)<δ

∣∣(Zn − IEZn)(γ, λ)− (Zn − IEZn)(γ̃, λ)
∣∣

≤ ω
(
Zn − IEZn,

√
2δ
∣∣ ρn,2).

Beweis von Lemma 9.13. Sei

~∆n(v) := IE ~Zn(θn + v) =

n∑
i=1

(
F (v>xni)− 1/2

)
xni,

also ~Zn(θn + v) = (~Zn − IE ~Zn)(θn + v) + ~∆n(v) . Dann ist

inf
|v|≥b

|~Zn(θn + v)| ≥ inf
|v|≥b

|~∆n(v)| − ‖~Zn − IE ~Zn‖Rd = inf
|v|≥b

|~∆n(v)|+Op(1).
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Für beliebige feste b > 0 folgt aus den Voraussetzungen an die Verteilungsfunktionen Fni und F ,
dass

sup
|v|≤b

∣∣~∆n(v)− cv
∣∣ = sup

|v|≤b

∣∣∣ n∑
i=1

(
F (v>xni)− 1/2− cv>xni

)
xni

∣∣∣
= o(1),

inf
|v|≥b

∣∣~∆n(v)
∣∣ ≥ inf

r≥b,λ∈Sd−1
λ>~∆n(rλ)

= inf
r≥b,λ∈Sd−1

n∑
i=1

(
F (rλ>xni)− 1/2

)
λ>xni

= inf
λ∈Sd−1

n∑
i=1

(
F (bλ>xni)− 1/2

)
λ>xni

= cb+ o(1).

Hieraus folgt (9.16). Doch

δn(b) := sup
|v|≤b

ρn(θn + v, θn) = sup
|v|≤b

n∑
i=1

|xni|2
∣∣F (v>xni)− 1/2

∣∣ = o(1),

weshalb

sup
|v|≤b

∣∣~Zn(θn + v)− ~Zn(θn)− cv
∣∣

≤ sup
|v|≤b

∣∣~∆n(v)− cv
∣∣+ ω

(
~Zn − IEZn, δn(b)

∣∣ ρn) = op(1).

Aus diesen Entwicklungen für den Prozess ~Zn(θ + v) und der Ungleichung (9.15) folgt die Ent-
wicklung (9.18) für θ̂n. Ferner kann man leicht schließen, dass die Menge Cn,r approximativ
gleich der Kugel

C1
n,r := θn +

{
v ∈ Rd : |~Zn(θn) + cv| ≤ r

}
ist. Diese Kugel hat Radius c−1r und Mittelpunkt θn − c−1 ~Zn(θn) = θ̂n + op(1). Also kann man
C1
n,r wiederum durch Con,r approximieren.

9.3 Aufgaben

Aufgabe 9.1. Sei ψ : [0,∞) → [0,∞) monoton wachsend und konvex, wobei ψ(0) = 0 aber
ψ 6≡ 0. Ferner sei ψ−1(t) := max{s ≥ 0 : ψ(s) ≤ t}. Zeigen Sie, dass ψ−1 monoton wachsend,
konkav und unbeschränkt ist.

Aufgabe 9.2. Sei m ein Maß auf einer σ-Algebra A auf Ω und ψ : R → [0,∞) eine gerade,
konvexe Funktion, wobei ψ(0) = 0 aber ψ 6≡ 0. Es bezeichne Lψ(m) die Menge aller messbaren
Funktionen f auf (Ω,A), so dass ψ(f/r) für ein r > 0 integrierbar ist bezüglich m. Man zeige,
dass Lψ(m) ein Vektorraum und

‖f‖ψ := inf
{
r > 0 :

∫
ψ(f/r) dm ≤ 1

}
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eine Seminorm auf Lψ(m) ist.

(Zusatz: Man zeige, dass Lψ(m) bezüglich ‖ · ‖ψ vollständig ist.)

Aufgabe 9.3. Beweisen Sie die Ungleichungen (9.2-9.3).

Aufgabe 9.4. Sei h : R → R eine konvexe und gerade Funktion derart, dass h(0) = 0 aber
h 6≡ 0. Beweisen Sie folgende Ungleichungen für eine reellwertige Zufallsvariable Y :

(a) Ist IE exp(h(Y )) ≤ K, dann ist IP(|Y | ≥ η) ≤ K exp(−h(η)) für alle η ≥ 0.

(b) IP(|Y | ≥ η) ≤ K exp(−h(η)) für eine Konstante K > 0 und beliebige η ≥ 0, dann ist
IE exp(h(aY )) ≤ 1 +Ka/(1− a) für beliebige 0 < a < 1.

Aufgabe 9.5. Zeigen Sie, dass

1
{ d∑
i=1

yi > u
} d∑
i=1

yi ≤ d

d∑
i=1

1{yi > u/d}yi für y ∈ Rd

und

1{µ ≥ u}µ ≤ 2 IE 1{Y ≥ u/2}Y für Zufallsvariablen Y mit Erwartungswert µ.

Leiten Sie hieraus die Behauptung von Anmerkung 9.11 ab.

Aufgabe 9.6. Zeigen Sie, dass in Abschnitt 9.2.6 aus der Stetigkeit der Verteilungsfunktionen Fni
folgt, dass maxγ∈Rd

∑n
i=1 1{Yni = γ>xni} ≤ d fast sicher.

Hinweis: Für beliebige S ⊂ {1, 2, . . . , n} kann man zeigen, dass

#
{
γ ∈ Rd : γ>xni = Yni für alle i ∈ S

}{
= 1, falls die xni, i ∈ S, linear unabhängig sind,
= 0 fast sicher, falls die xni, i ∈ S, linear abhängig sind.

Aufgabe 9.7. Angenommen, in Abschnitt 9.2.6 istFni(θ>n xni+·) = F (·/σni) mit Skalenfaktoren
σni > 0 und einer Verteilungsfunktion F wie in Lemma 9.13. Formulieren und beweisen Sie eine
Verallgemeinerung von Lemma 9.13.

Aufgabe 9.8. Hier ist noch eine Verfeinerung von Pisiers Lemma (Lemma 9.1) für subgaußsche
Zufallsvariablen: Seien Y1, Y2, . . . , Ym Zufallsvariablen derart, dass

IE exp(tYi) ≤ exp(t2/2) für 1 ≤ i ≤ m und t ∈ R.

Dann ist

IE
(

max
i≤m

Y 2
i

)
≤ 2 log(2m).

Anleitung: Für festes λ > 0 und u ∈ R sei

ψλ(u) := cosh
(
λ
√
|u|
)
− 1.
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Zeigen Sie, dass ψλ eine gerade und konvexe Funktion ist. Zeigen Sie ferner, dass

ψ−1(v) := max
{
u ≥ 0 : ψ(u) ≤ v

}
≤
(
λ−1 log

(
2(1 + v))

)2
für v ≥ 0. Zeigen Sie nun, dass

IE
(

max
i≤m

Y 2
i

)
≤ ψ−1

λ

( m∑
i=1

IE
(
cosh(λYi)− 1

))
,

und schätzen Sie die rechte Seite geeignet ab.



Kapitel 10

Kombinatorische Prozesse

Bisher wurden nur Prozesse Zn =
∑n

i=1 φni mit unabhängigen Summanden betrachtet. In diesem
Abschnitt behandeln wir eine allgemeinere Klasse von Prozessen mit möglicherweise abhängigen
Summanden, welche im Zusammenhang mit Permutationstests auftauchen. Sei

Φn = (φnij)1≤i,j≤n

eine Matrix bestehend aus n2 unabhängigen stochastischen Prozessen φnij auf einer Menge T .
Ferner sei Π = Πn eine von Φn unabhängige und rein zufällig gewählte Permutation der Menge
{1, 2, . . . , n}. Nun betrachten wir den Prozess

Sn :=
n∑
i=1

φn iΠ(i).

Aus technischen Gründen verlangen wir, dass entweder T abzählbar ist oder die φnij feste Funk-
tionen sind.

Die bisher betrachteten Prozesse Zn passen in diesen Rahmen. Sei nämlich L(φnij) = L(φni) für
alle i, j. Dann ist L(Sn) = L(Zn). Auch im allgemeinen Fall ist natürlich L(Sn |Π) vom gleichen
Typ wie L(Zn), aber wir interessieren uns für die unbedingte Verteilung von Sn.

Beispiel 10.1. Sei an = (ani)
n
i=1 ein fester Vektor in Rn mit

(10.1)
n∑
i=1

ani = 0 und
n∑
i=1

a2
ni = 1.

Für t ∈ [0, 1] definieren wir

Bn(t) = Bn(t | an) :=
∑
i≤nt

anΠ(i).

Dieser Prozess Bn ist in Verteilung gleich Sn, wenn

φnij(t) = 1{i ≤ nt}anj .

149
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Man kann leicht nachrechnen, dass

IEBn(t) = 0 und IE
(
Bn(s)Bn(t)

)
=

n

n− 1

(bnmin(s, t)c
n

− bnsc
n

bntc
n

)
für s, t ∈ [0, 1]; siehe auch Lemma 10.3. Also hat Bn approximativ die gleiche Kovarianzfunktion
wie die Brownsche Brücke. Man beachte, dass die Kovarianzfunktion von Bn(· | an) nicht von an
abhängt, (10.1) vorausgesetzt. Realisationen dieses Prozesses werden in Abbildung 10.1 gezeigt.
Hier gilt folgender Grenzwertsatz:

Satz 10.2 (vgl. Billingsley 1968). Für n ≥ 2 sei an = (ani)
n
i=1 ein Vektor aus Rn, welcher

Bedingung (10.1) erfüllt, so dass

(10.2) max
i≤n
|ani| = o(1).

Dann konvergiert Bn(· | an) in Verteilung gegen eine Brownsche Brücke. �

Im folgenden werden wir eine Verallgemeinerung dieses Satzes beweisen. Zunächst berechnen
wir die ersten und zweiten Momente von Sn. Falls existent seien

Mn(t) :=
(
µnij(t)

)n
i,j=1

mit µnij(t) := IEφnij(t),

Γn(t, u) :=
(
γnij(t, u)

)n
i,j=1

mit γnij(t, u) := Cov[φnij(t), φnij(u)].

Für A = (aij)i,j und B = (bij)i,j aus Rn×n sei

〈A,B〉 := trace(A>B) =
∑
i,j

aijbij und |A| :=
√
〈A,A〉.

Ferner sei 1 := (1)i,j ∈ Rn×n.

Lemma 10.3. Angenommen, Mn : T → Rn×n existiert. Dann ist

IESn =
1

n
〈Mn,1〉.

Zusätzlich existiere Γn : T × T → Rn×n. Dann ist

Cov[Sn(t), Sn(u)] =
1

n

〈
Γn(t, u),1

〉
+

1

n− 1

〈
GMn(t), GMn(u)

〉
wobei

GA :=
(
aij −

ai+
n
− a+j

n
+
a++

n

)
1≤i,j≤n

.

Den Beweis dieses Lemmas überlassen wir dem Leser als Übungsaufgabe. Man beachte, dass G
die orthogonale Projektion von Rn×n auf den Teilraum{

(αi + βj)
n
i,j=1 : α, β ∈ Rn

}⊥
ist.
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Eine wesentliche Frage ist, ob und wie man den Prozess Sn symmetrisieren kann. Unser Ziel
ist, den Erwartungswert von ‖Sn − IESn‖ durch den Erwartungswert von ‖Son‖ nach oben ab-
zuschätzen, wobei

Son :=
n∑
i=1

ξiφn iΠ(i)

mit einer von (Φn,Π) unabhängigen Rademacherfolge (ξi)i≥1. Naive Anwendung der ersten Sym-
metrisierung führt zu dem Prozess

n∑
i=1

(φn iΠ(i) − φn iΠ′(i))

mit einer unabhängigen Kopie Π′ von Π. Aber es ist nicht klar, wie man nun die Rademacher-
variablen ξi ins Spiel bringen soll. Die tatsächliche Methode ist etwas komplizierter und führt zu
folgendem Resultat:

Lemma 10.4 (Symmetrisierung von Sn). Angenommen, Mn : T → Rn×n existiert. Für eine
beliebige gerade, konvexe Funktion ψ : R→ [0,∞) ist

IEψ
(
‖Sn − IESn‖

)
≤ IEψ

(
8‖Son‖

)
.

Beweis von Lemma 10.4.

Erster Schritt: Sei n ≥ 2 und m := bn/2c. (Der Fall n = 1 ist uninteressant und wird direkt durch
Lemma 3.1 (b) und 3.3 (b) abgedeckt.) Für L ⊂ {1, 2, . . . , n} sei SL :=

∑
i∈L φn iΠ(i). Dann

kann man schreiben:

Sn =
n∑
i=1

φn iΠ(i)

(
n− 1

m− 1

)−1 ∑
L:#L=m

1{i ∈ L} =

(
n

m

)−1 ∑
L:#L=m

n

m
SL.

Folglich ist

IEψ
(
‖Sn − IESn‖

)
= IEψ

(∥∥∥(n
m

)−1 ∑
L:#L=m

n

m
(SL − IESL)

∥∥∥)
≤

(
n

m

)−1 ∑
L:#L=m

IEψ
( n
m
‖SL − IESL‖

)
≤ max

L:#L=m
IEψ

(
c∗‖SL − IESL‖

)
mit c∗ := n/m ≤ 3. Durch Umordnen der Zeilen von Φn kann man erreichen, dass

(10.3) IEψ
(
‖Sn − IESn‖

)
≤ IEψ

(
c∗‖SJ − IESJ‖

)
,

wobei
J := {1, . . . ,m}.

Zweiter Schritt: Wir definieren
S∗J :=

∑
i∈J

φn iΠ(m+i).
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Die Prozesse SJ und S∗J sind identisch verteilt aber im allgemeinen abhängig. Gegeben Π(J) sind
sie im allgemeinen unterschiedlich verteilt aber unabhängig. Es ist

SJ − S∗J =
∑
i∈J

(φn iΠ(i) − φn iΠ(m+i)) =L
∑
i∈J

ξi(φn iΠ(i) − φn iΠ(m+i)),

was man durch Bedingen auf die zweipunktigen Mengen {Π(i),Π(m + i)}, 1 ≤ i ≤ m, nach-
weisen kann. Mit IEo := IE(· |Φn,Π) gilt also für beliebige c > 0:

IEψ
(
c‖SJ − S∗J‖

)
≤ IEψ

(
c
∥∥∥∑
i∈J

ξiφn iΠ(i)

∥∥∥+ c
∥∥∥∑
i∈J

ξiφn iΠ(m+i)

∥∥∥)
≤ 1

2

(
IEψ

(
2c
∥∥∥∑
i∈J

ξiφn iΠ(i)

∥∥∥)+ IEψ
(

2c
∥∥∥∑
i∈J

ξiφn iΠ(m+i)

∥∥∥))
= IEψ

(
2c
∥∥∥∑
i∈J

ξiφn iΠ(i)

∥∥∥)
= IE IEo ψ

(
2c
∥∥∥∑
i∈J

ξiφn iΠ(i) + IEo
∑
i 6∈J

ξiφn iΠ(i)

∥∥∥)
≤ IE IEo ψ

(
2c
∥∥∥ n∑
i=1

ξiφn iΠ(i)

∥∥∥) (nach Lemma 3.1 (b))

= IEψ
(
2c‖Son‖

)
.(10.4)

Dritter und letzter Schritt: Nun vergleichen wir ‖SJ−IESJ‖ und ‖SJ−S∗J‖. Mit der Schreibweise
IEo := IE(· |Π(J)) ist

IEo SJ =
1

m

∑
i∈J

∑
j∈Π(J)

µnij , IEo S
∗
J =

1

n−m
∑
i∈J

∑
j 6∈Π(J)

µnij

und

IESJ =
1

n

∑
i∈J

n∑
j=1

µnij =
m

n
IEo SJ +

n−m
n

IEo S
∗
J .

Gegeben Π(J) sind die Prozesse SJ und S∗J stochastisch unabhängig. Folglich ist

IEo ψ
(
c∗‖SJ − IESJ‖

)
= IEo ψ

(
c∗

∥∥∥SJ − m

n
IEo SJ −

m− n
n

IEo S
∗
J

∥∥∥)
= IEo ψ

(
c∗

∥∥∥SJ − IEo S
∗
J −

m

n
IEo(SJ − S∗J)

∥∥∥)
≤ IEo ψ

(
c∗‖SJ − IEo S

∗
J‖+ ‖ IEo(SJ − S∗J)‖

)
≤ c∗

1 + c∗
IEo ψ

(
(1 + c∗)‖SJ − IEo S

∗
J‖
)

+
1

1 + c∗
ψ
(
(1 + c∗)‖ IEo(SJ − S∗J)‖

)
≤ IEo ψ

(
(1 + c∗)‖SJ − S∗J‖

)
nach Symmetrisierungslemma 3.1 (b), angewandt auf das Paar (Z,Z ′) = (SJ , S

∗
J) bzw. (Z,Z ′) =

(0, SJ − S∗J), gegeben Π(J). Integration beider Seiten bezüglich der Verteilung von Π(J) liefert
die Ungleichung

(10.5) IEψ
(
c∗‖SJ − IESJ‖

)
≤ IEψ

(
(1 + c∗)‖SJ − S∗J‖

)
.
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Kombiniert man nun (10.3), (10.4) mit c = 1 + c∗ ≤ 4 und (10.5), dann folgt die behauptete
Ungleichung.

Nun kann man die Argumente des Beweises von Satz 6.8 auf die Prozesse Sn übertragen:

Satz 10.5. Der Erwartungswert von ‖Sn− IESn‖ konvergiert gegen Null, falls für eine Nullfolge
(δn)n folgende zwei Bedingungen erfüllt sind:

(10.6) IE
1

n

n∑
i,j=1

‖φnij‖ = O(1) und IE
1

n

n∑
i,j=1

1
{
‖φnij‖ > δn

}
‖φnij‖ = o(1);

(10.7) logN(u, T , ρ̂n) = op(δ
−1
n ) für beliebige u > 0,

wobei ρ̂n(s, t) := ρ̂n
(
s, t
∣∣ (φn iΠ(i))

n
i=1

)
.

Auch der allgemeine funktionale Zentrale Grenzwertsatz, Lemma 9.8 und Satz 9.10, können auf
Sn − IESn übertragen werden. Allerdings kann man die endlichdimensionalen Randverteilungen
von Sn − IESn nicht mehr mit dem Lindebergschen Zentralen Grenzwertsatz behandeln. Der
Einfachheit halber formulieren und beweisen wir nur einen einfachen Spezialfall. Allgemeinere
Resultate findet man in Dümbgen (1994).

Satz 10.6. Sei F eine Familie von Funktionen auf einem messbaren Raum X mit messbarer
Einhüllender F := supf∈F |f |. Ferner sei φnij(f) = cnf(xnij) mit festen Punkten xnij ∈ X und
einer Konstanten cn > 0. Angenommen, folgende vier Bedingungen sind erfüllt:

(10.8)
1

n

n∑
i,j=1

c2
nF (xnij)

2 = O(1),

(10.9)
1

n

n∑
i,j=1

1
{
c2
nF (xnij)

2 > u
}
c2
nF (xnij)

2 = o(1) für beliebige u > 0;

(10.10)
∫ 1

0

√
logN(u2,F) du < ∞;

(10.11) ‖Cov(Sn)−K‖F×F → 0 für eine feste Funktion K auf F × F .

Dann ist F präkompakt bezüglich der Pseudometrik

ρ(f, g) :=
√
K(f, f) +K(g, g)− 2K(f, g),

und Sn − IESn konvergiert in Verteilung im Raum `∞(F) gegen einen zentrierten Gaußprozess
W mit Kovarianzfunktion K und gleichmäßig stetigen Pfaden bezüglich ρ.
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Satz 10.2 ist ein Spezialfall von Satz 10.6. Allgemein sei D eine VC-Klasse von messbaren Teil-
mengen eines messbaren Raumes X , seien zn1, zn2, . . . , znn feste Punkte in X , und sei (an)n eine
Folge von Vektoren wie in Satz 10.2. Für die empirische Verteilung Pn := n−1

∑n
i=1 δzni und ein

Wahrscheinlichkeitsmaß P auf X gelte:

sup
D,E∈D

|Pn(D ∩ E)− P (D ∩ E)| → 0.

Definiert man φnij(D) := 1{zni ∈ D}anj = fD(xnij) mit xnij := (zni, anj) und fD(z, a) :=

1{z ∈ D}a, dann konvergiert Sn− IESn in Verteilung im Raum `∞(D) gegen eine P -Brücke auf
D.

Beweis von Satz 10.6. Dass die endlichdimensionalen Randverteilungen von Sn − IESn gegen
die entsprechenden Randverteilungen eines zentrierten Gaußprozesses mit Kovarianzfunktion K
konvergieren, folgt aus (10.8-10.9), (10.11) und Satz 10.7 unten.

Die stochastische Gleichstetigkeit von (Sn− IESn)n bezüglich ρ kann man wie folgt nachweisen:
Zunächst weisen wir darauf hin, dass

n∑
i=1

(GΦn)n iΠ(i) = Sn −
1

n

〈
Φn,1

〉
= Sn − IESn.

(Letztere Gleichung ist nur richtig im Falle von festen Funktionen φnij!) Daher ersetzen wir von
nun an φnij(f) = cnf(xnij) durch

φnij(f) := (GΦn(f))ij =

∫
hnijf dmnij

mit dem Maß

mnij := cn

(
δxnij +

1

n

n∑
`=1

δxni` +
1

n

n∑
k=1

δxnkj +
1

n2

n∑
k,`=1

δxnk`

)
und einer Funktion hnij : X → [−1, 1]. Es ist ‖φ̃nij‖2 ≤ mnij(F )2, und man kann zeigen,
dass Bedingungen (10.8-10.9) erfüllt bleiben, wenn man F (xnij) durch mnij(F ) ersetzt; siehe
Aufgabe 9.5. Der Vorteil dieser Substitution liegt darin, dass für die Pseudometriken ρ̂n,2(f, g) :=

ρ̂n,2(f, g | (φn iΠ(i))i) und ρn,2(f, g) :=
√

IE ρ̂n,2(f, g)2 gilt:

ρn,2(f, g) =
√

Var[Sn(f)− Sn(g)],

und nach (10.11) ist

(10.12) ‖ρ2
n,2 − ρ2‖F×F = o(1).

Nach dem Symmetrisierungslemma 10.4 ist

IEω(Sn − IESn, δ) ≤ 8 IEω(Son, δ) ≤ 8ε+ 16
√

IE(‖Son‖2) IP
(
ω(Son, δ) > ε

)
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für beliebige ε > 0. Folglich genügt es zu zeigen, dass

IE(‖Son‖2) = O(1) und ω(Son, δ) →p 0 für n→∞, δ ↓ 0.

Gegeben Π hat der Prozess Son subgaußsche Zuwächse bezüglich ρ̂n,2, und mit

M̂n := 2

n∑
i=1

mn iΠ(i)(F )mn iΠ(i)

ist ρ̂n,2(f, g)2 ≤ ρM̂n
(f, g). Also ist∫ δ

0

√
logN(u,F , ρ̂n,2) du ≤

√
M̂n(F ) + 1

∫ δ

0

√
logN(u2,F) du

für δ > 0; siehe auch Anmerkung 9.9. Wir nehmen ohne Einschränkung an, dass 0 ∈ F . Wegen
y2 ≤ exp(y2)− 1 = ψo(y) folgt dann aus Korollar 9.5, dass

IE
(
‖Son‖2

∣∣Π) ≤ C2(M̂n(F ) + 1)
(∫ 1

0

√
logN(u2,F) du

)2
,

IE
(
ω(Son, δ | ρ̂n,2)2

∣∣Π) ≤ C2(M̂n(F ) + 1)
(∫ δ

0

√
logN(u2,F) du

)2
.

Also ist IE(‖Son‖2) = O(1 + IE M̂n(F )) = O(1), und IEω(Son, δ | ρ̂n,2)2 → 0 für n → ∞ und
δ ↓ 0. Doch ähnlich wie im Beweis von Lemma 9.8 kann man aus Satz 10.5 ableiten, dass

IE ‖ρ̂2
n,2 − ρ2

n,2‖F×F ≤ 4 IE ‖S̃n − IE S̃n‖F×F → 0,

wobei φ̃nij(f, g) := φnij(f)φnij(g) und S̃n :=
∑n

i=1 φ̃n iΠ(i). Denn

‖φ̃nij‖F×F = ‖φnij‖2 ≤ mnij(F )2,

und die zufällige Pseudometrik ρ̂n
(
·, ·
∣∣ (φ̃n iΠ(i))i

)
erfüllt die Ungleichung

ρ̂n
(
(f, g), (f̃ , g̃)

∣∣ (φ̃n iΠ(i))i
)
≤
(
ρM̂n

(f, f̃) + ρM̂n
(g, g̃)

)
/2,

also

N
(
u,F × F , ρ̂n(·, · | (φ̃n iΠ(i))i)

)
≤ N

( u

M̂n(F )
,F
)2

= Op(1).

Satz 10.7 (Hoeffding 1951). Für n ≥ 2 sei An = (anij)i,j ∈ Rn×n, so dass gilt:

1

n
|An|2 = O(1) und

1

n

n∑
i,j=1

1{a2
nij > u}a2

nij = o(1) für beliebige u > 0;

1

n
|GAn|2 → σ2.

Dann konvergiert L
(∑n

i=1 an iΠ(i)

)
schwach gegen N (0, σ2). �
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ani =
1{i ≤ n/2} − 1{i > n/2}√

n
ani =

1{i ≤ n/10} − 1{i > n/10}/9√
n/9
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Abbildung 10.1: Realisationen von Bn(· | an) für n = 200 (oben) und n = 2000 (unten).
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10.1 Aufgaben

Aufgabe 10.1. Beweisen Sie Lemma 10.3.

Aufgabe 10.2. Sei (an)n eine Folge wie in Satz 10.2, und für t ∈ [0, 1] sei

φnij(t) :=

√
n

kn
1{i ≤ knt}anj

mit einer Folge von Zahlen kn > 0, so dass

kn → ∞ aber
kn
n
→ 0.

Zeigen Sie, dass (Sn − IESn)n in Verteilung konvergiert.
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Kapitel 11

Weitere statistische Anwendungen

11.1 Maximum-Likelihood-Schätzer

In diesem Abschnitt beschreiben wir Anwendungen, welche auf S.A. van de Geer (1993, 2000)
zurückgehen. Seien X1, X2, . . . , Xn stochastisch unabhängige Zufallsvariablen mit Verteilung P
auf X . Wir nehmen an, dass P (dx) = f∗(x)µ(dx) für ein σ-endliches Maß µ auf X , und f∗ sei
eine unbekannte Wahrscheinlichkeitsdichte bezüglich µ, die zu einer gegebenen Famile F solcher
Funktionen gehört.

Eine Dichtefunktion f̂ ∈ F heißt Maximum-Likelihood-Schätzer von f∗, falls

f̂ ∈ arg max
f∈F

n∑
i=1

log f(Xi)

= arg max
f∈F

∫
log f dP̂n.

Um zu beweisen, dass f̂ konsistent ist, benötigen wir einen geeigneten Abstand zwischen f̂ und
f∗. Hier sind zwei von vielen Möglichkeiten:

• Test-Distanz (Totalvariation).

T (f, g) := 2−1

∫
|f − g| dµ

= 1− inf
Tests φ

(∫
φf dµ+

∫
(1− φ)g dµ

)
.

Anmerkung: Für einen Test φ : X → [0, 1] von {f} versus {g} sind
∫
φf dµ und

∫
(1 − φ)g dµ

die Wahrscheinlichkeiten für einen Fehler der ersten bzw. zweiten Art.

• Hellinger-Abstand.

H(f, g) :=

√
2−1

∫ (
f1/2 − g1/2

)2
dµ

=

√
1−

∫
(fg)1/2 dµ.

159
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Zwischen der Test-Distanz und dem Hellinger-Abstand besteht ein enger Zusammenhang, wie das
folgende Lemma zeigt.

Lemma 11.1 (L. LeCam).

H(f, g)2 ≤ T (f, g) ≤ H(f, g)
√

2−H(f, g)2.

Beweis von Lemma 11.1. Zum einen ist

H(f, g)2 ≤ 2−1

∫ ∣∣∣f1/2 − g1/2
∣∣∣ (f1/2 + g1/2

)
dµ

= 2−1

∫
|f − g| dµ

= T (f, g).

Andererseits folgt aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung, dass

T (f, g) = 2−1

∫ ∣∣∣f1/2 − g1/2
∣∣∣ (f1/2 + g1/2

)
dµ

≤

√
2−1

∫ (
f1/2 − g1/2

)2
dµ

√
2−1

∫ (
f1/2 + g1/2

)2
dµ

= H(f, g)

√
1 +

∫
(fg)1/2 dµ

= H(f, g)
√

2−H(f, g)2.

Oftmals kann man mit Hilfe der folgenden Ungleichungen und eines uniformen Gesetzes der
großen Zahlen nachweisen, dass der Maximum-Likelihood-Schätzer f̂ konsistent bezüglich des
Hellinger-Abstandes ist.

Lemma 11.2 (S. van de Geer 1993). Für beliebige Familien F ist

H(f̂ , f∗)
2 ≤

∫ √
f̂

f∗
d(P̂n − P ) ≤ sup

f∈F

∫ √
f

f∗
d(P̂n − P ).

Im Falle einer konvexen Familie F ist

H(f̂ , f∗)
2 ≤ 2

∫ √
2f̂

f∗ + f̂
d(P̂n − P ) ≤ 2 sup

f∈F

∫ √
2f

f∗ + f
d(P̂n − P ).

Beweis von Lemma 11.2. Nach Definition von f̂ ist

0 ≤ 2−1

(∫
log f̂ dP̂n −

∫
log f∗ dP̂n

)
=

∫
log

√
f̂

f∗
dP̂n.
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Wegen log(x) ≤ x− 1 ist die rechte Seite kleiner oder gleich∫ (√ f̂

f∗
− 1
)
dP̂n =

∫ (√ f̂

f∗
− 1
)
d(P̂n − P ) +

∫ (√ f̂

f∗
− 1
)
dP

=

∫ √
f̂

f∗
d(P̂n − P ) +

∫ (√ f̂

f∗
− 1
)
f∗ dµ

=

∫ √
f̂

f∗
d(P̂n − P )−

(
1−

∫
(f̂f∗)

1/2 dµ
)

=

∫ √
f̂

f∗
d(P̂n − P )−H(f̂ , f∗)

2.

Im Falle einer konvexen Familie F folgt aus der Konkavität von f 7→
∫

log f dP̂n, dass

0 ≤ 2−1

(∫
log f̂ dP̂n −

∫
log
(f∗ + f̂

2

)
dP̂n

)

≤
∫ √

2f̂

f∗ + f̂
d(P̂n − P )−

∫ 1−

√
2f̂

f∗ + f̂

 f∗ dµ.

Doch ∫ (
1−

√
2g

f + g

)
f dµ

=

∫
(f + g)1/2 − (2g)1/2

(f + g)1/2
f dµ

=

∫
f − g

(f + g)1/2
(

(f + g)1/2 + (2g)1/2
) f dµ

=

∫
f1/2(f1/2 + g1/2)

(f + g)1/2
(
(f + g)1/2 + (2g)1/2

) f1/2(f1/2 − g1/2) dµ.

und man kann leicht nachweisen, dass

f1/2(f1/2 + g1/2)

(f + g)1/2
(

(f + g)1/2 + (2g)1/2
) { ≤ 1/2 falls f ≤ g,

≥ 1/2 falls f ≥ g.

Folglich ist∫ (
1−

√
2f̂

f∗ + f̂

)
f∗ dµ ≥ 2−1

∫
f

1/2
∗ (f

1/2
∗ − f̂1/2) dµ = 2−1H(f̂ , f∗)

2.

11.2 Zensierte Daten

In vielen Anwendungsbereichen wie Medizin oder Qualitätskontrolle muss man “zensierte” Daten
analysieren. Man interessiert sich für die Verteilung von “Überlebenszeiten”. Genauer gesagt, sei-
en Xn1, Xn2, . . . , Xnn unabhängige Zufallsvariablen mit unbekannter Verteilung Fn auf [0,∞].
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Mit Fn bezeichnen wir auch die Verteilungsfunktion

Fn(t) := IP(Xn1 ≥ t);

aus dem Zusammenhang wird klar, welche Interpretation von Fn gemeint ist. (In der Überlebens-
zeitanalyse ist es üblich, “≥” oder “>” anstelle von “≤” zu verwenden.) Nun betrachten wir feste
Zahlen cn1, cn2, . . . , cnn aus [0,∞], sogenannte Zensierungszeitpunkte. Anstelle von Xni beob-
achtet man nur

Yni := Xni ∧ cni und ∆ni := 1{Xni ≤ cni}.

Beispiel 11.3. In medizinischen Anwendungen beschreibt Xni oftmals die Überlebenszeit des i-
ten Patienten nach einer bestimmten Operation, oder es ist die Zeit bis zum Auftreten von Absto-
ßungsreaktionen nach einer bestimmten Transplantation. Für Zensierung gibt es unterschiedliche
Gründe. Beispielsweise könnte es sein, dass der i-te Patient nach einer Zeit cni tödlich verunglückt,
oder dass er in eine andere Stadt umzieht und vor Ort nicht weiter untersucht wird. Wenn das Er-
eignis, welches durch Xni beschrieben wird bis dahin noch nicht eintrat, dann weiß man eben nur,
dass Xni > cni.

Beispiel 11.4. In der Qualitätskontrolle beschreibe Xni die Lebensdauer eines bestimmten Gerä-
tes. Im einfachsten Falle ist cni die Zeit, vor welcher das i-te Gerät in Betrieb genommen wurde,
und somit bekannt. Falls aber das Gerät schon früher aus dem Betrieb genommen wurde, obwohl
es noch funktionierte, muß man mit einer anderen Zensierungszeit arbeiten. Sobald unvorherseh-
bare Zensierungsmechanismen auftreten können, muss man die cni als im allgemeinen unbekannt
behandeln!

Anmerkung 11.5. In vielen Arbeiten werden die Zensierungszeiten cni als Zufallsvariablen mo-
delliert, wobei (Xni)i≤n und (cni)i≤n stochastisch unabhängig sind. Durch Bedingen auf (cni)i≤n

kann man aber dieses Modell auf den hier betrachteten Fall fester Zensierungszeiten zurückführen.

Die Frage ist nun, inwieweit man Fn schätzen kann. Dazu betrachten wir die empirischen Vertei-
lung(sfunktion)en

Ĥn :=
1

n

n∑
i=1

δYni und Ĥn(t) :=
1

n

n∑
i=1

1{Yni ≥ t},

Ĥ∆
n :=

1

n

n∑
i=1

∆niδYni ,

Cn :=
1

n

n∑
i=1

δcni und Cn(t) :=
1

n

n∑
i=1

1{cni ≥ t}.

Die beiden ersteren sind tatsächlich Funktionen der vorhandenen Daten, wohingegen Cn im all-
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gemeinen unbekannt ist. Mit Hn := IE Ĥn und H∆
n := IE Ĥ∆

n ist

Hn(t) =
1

n

n∑
i=1

1{cni ≥ t} IP(Xni ≥ t) = Cn(t)Fn(t),(11.1)

H∆
n (B) =

1

n

n∑
i=1

IP(Xni ≤ cni, Xni ∈ B) =

∫
B
Cn(x)Fn(dx).

Betrachtet man diese Formeln genauer, dann erkennt man, dass∫
B

1

Hn(x)
H∆
n (dx) =

∫
B

1

Fn(x)
Fn(dx) falls B ⊂

{
x ∈ [0,∞] : Cn(x) > 0

}
.

Tatsächlich handelt es sich bei dem Maß Λn mit Λn(dx) := Fn(x)−1Fn(dx) um das sogenannte
Hazard-Maß der Verteilung Fn. Noch geläufiger ist der Ausdruck “kumulative Hazard-Funktion”
für die entsprechende Verteilungsfunktion

Λn(t) :=

∫
1{x ≤ t}
Fn(x)

Fn(dx).

Jede Verteilung auf [0,∞] wird durch ihre kumulative Hazardfunktion eindeutig festgelegt. Wir
demonstrieren dies nur im Falle einer stetigen Verteilung Fn. Dann ist nämlich

Λn(t) =

∫ 1

Fn(t)

1

u
du = − logFn(t).

Hat Fn eine Lebesgue-Dichte fn, so nennt man die Lebesgue-Dichte λn := fn/Fn von Λn die
Hazard-Rate oder Hazard-Funktion von Fn. Im Falle einer stetigen Dichte fn ist

λn(t) = lim
ε↓0

ε−1 IP
(
Xni ≤ t+ ε

∣∣Xni ≥ t
)
.

Ein naheliegender Schätzer für Λn(t) ist der Nelson-Schätzer

Λ̂n(t) :=

∫
1{x ≤ t}
Ĥn(x)

Ĥ∆
n (dx) =

1

n

n∑
i=1

∆ni1{Yni ≤ t}
Ĥn(Yni)

.

Der folgende Satz gibt Aufschluss über seine asymptotischen Eigenschaften.

Satz 11.6 (Bresley und Crowley 1974). Angenommen, (Fn)n und (Cn)n konvergieren schwach
gegen Verteilung(sfunktion)en F beziehungsweise C. Ferner sei F stetig, und für eine feste Zahl
T > 0 sei F (T ) := F [T,∞] > 0, C(T +) := C]T,∞[ > 0. Dann konvergiert

(√
n(Λ̂n −

Λn)(t)
)
t∈[0,T ]

in Verteilung im Raum `∞[0, T ] gegen einen Prozess W ◦ Γ. Dabei ist W eine
Brownsche Bewegung auf [0,∞[, und

Γ(t) :=

∫
1{x ≤ t}
C(x)F (x)2

F (dx).

Beweis von Satz 11.6. Der Beweis ist ähnlich zu dem von Breslow und Crowley (1974). Ein an-
derer Zugang über Punktprozesse und Martingale wird von Andersen et al. (1993) dargestellt.
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Zunächst schreiben wir

Λ̂n(t) =

∫
1{x ≤ t}
Hn(x)

Ĥ∆
n (dx)−

∫
1{x ≤ t}(Ĥn −Hn)(x)

Ĥn(x)Hn(x)
Ĥ∆
n (dx)

=

∫
1{x ≤ t}
Hn(x)

Ĥ∆
n (dx)−

∫
1{x ≤ t}(Ĥn −Hn)(x)

Hn(x)2
Ĥ∆
n (dx) +Rn1(t),

wobei

Rn1(t) :=

∫
1{x ≤ t}(Ĥn −Hn)(x)2

Ĥn(x)Hn(x)2
Ĥ∆
n (dx).

1. Schritt: Nun untersuchen wir den Prozess Zn :=
√
n(Ĥn − Hn). Ohne Einschränkung der

Allgemeinheit nehmen wir an, dass cn1 ≥ cn2 ≥ · · · ≥ cnn. Dann ist

Zn(t) =
1√
n

n∑
i=1

(
1{cni ≥ t}1{Xni ≥ t} − Cn(t)Fn(t)

)
=

1√
n

n∑
i=1

1{cni ≥ t}
(
1{Xni ≥ t} − Fn(t)

)
=

1√
n

∑
i≤nCn(t)

(
1{Xni ≥ t} − Fn(t)

)
= Z̃n(t, Cn(t))

mit dem Kiefer-Müller-Prozess

Z̃n(t, v) :=
1√
n

∑
i≤nv

(
1{Xni ≥ t} − Fn(t)

)
, (t, v) ∈ [0,∞]× [0, 1].

Mithilfe von Satz 9.10 kann man zeigen, dass der Prozess Z̃n in Verteilung im Raum `∞([0,∞]×
[0, 1]) gegen einen zentrierten Gaußprozess Z̃ mit stetigen Pfaden konvergiert. Folglich ist

‖Zn‖[0,∞] = Op(1).

Hieraus folgt, zusammen mit lim infn→∞Hn(T ) > 0, dass

‖Rn1‖[0,T ] ≤
‖Zn‖2[0,∞]/n

Hn(T )2
(
Hn(T )− ‖Zn‖[0,∞]/

√
n
) = Op

( 1

n

)
.

2. Schritt: Nun werden wir zeigen, dass∫
1{x ≤ t}(Ĥn −Hn)(x)

Hn(x)2
Ĥ∆
n (dx) =

∫
1{x ≤ t}(Ĥn −Hn)(x)

Hn(x)2
H∆
n (dx) +Rn2(t)

mit ‖Rn2‖[0,T ] = op(n
−1/2). Zunächst kann man mithilfe von Satz 6.8 leicht nachweisen, dass

sup
t∈[0,T ]

∣∣∣∫ 1{x ≤ t}gn(x)

Hn(x)2
(Ĥ∆

n −H∆
n )(dx)

∣∣∣ = op(1)
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für beliebige messbare Funktionen gn auf [0,∞], falls ‖gn‖[0,∞] = O(1). Dies wollen wir ei-
gentlich auf Zn anwenden, aber diese Funktion ist zufällig. Doch wegen der Separabilität von
(C(T ), ‖ · ‖T ), wobei T := [0,∞]× [0, 1], gibt es zu jedem ε > 0 eine endliche Teilmenge G(ε)

von C(T ), so dass gilt:

IP
(

min
g∈G(ε)

‖Z̃ − g‖T ≥ ε
)
≤ ε.

Mit

Gn(ε) :=
{

[t 7→ g(t, Cn(t))] : g ∈ G(ε)
}

ist dann #Gn(ε) ≤ #G(ε), und aus dem Portmanteau-Theorem folgt, dass

lim sup
n→∞

IP
(

min
g∈Gn(ε)

‖Zn − g‖[0,∞] ≥ ε
)
≤ ε.

Also können wir schreiben:

sup
t∈[0,T ]

∣∣∣∫ 1{x ≤ t}Zn(x)

Hn(x)2
(Ĥ∆

n −H∆
n )(dx)

∣∣∣
≤

2 ming∈Gn(ε) ‖Zn − g‖[0,∞]

Hn(T )2
+ sup
t∈[0,T ],g∈Gn(ε)

∣∣∣∫ 1{x ≤ t}g(x)

Hn(x)2
(Ĥ∆

n −H∆
n )(dx)

∣∣∣
=

2 ming∈Gn(ε) ‖Zn − g‖[0,∞]

Hn(T )2
+ op(1)

≤ 2ε

Hn(T )2
+ op(1)

mit asymptotischer Wahrscheinlichkeit mindestens 1− ε. Da ε > 0 beliebig klein sein kann, folgt
hieraus die Behauptung des zweiten Schrittes.

Letzter Schritt: Wir wissen nun, dass

(Λ̂n − Λn)(t)

=

∫
1{x ≤ t}
Hn(x)

Ĥ∆
n (dx)−

∫
1{x ≤ t}(Ĥn −Hn)(x)

Hn(x)2
H∆
n (dx)− Λn(t) +Rn3(t)

=

∫
1{x ≤ t}
Hn(x)

Ĥ∆
n (dx)−

∫
1{x ≤ t}Ĥn(x)

Hn(x)2
H∆
n (dx) +Rn3(t)

=
1

n

n∑
i=1

(∆ni1{Yni ≤ t}
Hn(Yni)

−
∫

1{x ≤ t}1{x ≤ Yni}
Hn(x)2

H∆
n (dx)

)
+Rn3(t),

wobei ‖Rn3‖[0,T ] = op(n
−1/2). Mit anderen Worten,

√
n(Λ̂n − Λn)(t) =

n∑
i=1

φni[0, t] +
√
nRn3(t)

mit den zufälligen signierten Maßen

φni(B) :=
1√
n

( ∆ni

Hn(Yni)
1{Yni ∈ B} −

∫
B

1{x ≤ Yni}
Hn(x)2

H∆
n (dx)

)
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auf [0, T ]. Eine längere, aber elementare Rechnung zeigt, dass

IEφni(B) = 0,

IEφni(B)φni(B̃) =
1

n

∫
B∩B̃

1{x ≤ cni}
Hn(x)2

Fn(dx)− 1

n

∑
x∈B∩B̃

1{x ≤ cni}Fn({x})2

Hn(x)2Fn(x)
.

Zusammen mit (11.1) folgt hieraus, dass

Cov
( n∑
i=1

φni[0, s],
n∑
i=1

φni[0, t]
)

=
n∑
i=1

IEφni[0, s]φni[0, t]

=

∫
[0,s∧t]

1

Hn(x)Fn(x)
Fn(dx)−

∑
x∈]0,s∧t]

Fn({x})2

Hn(x)Fn(x)2

→ Γ(s, t) :=

∫
[0,min(s,t)]

1

C(x)F (x)2
F (dx)

gleichmäßig in s, t ∈ [0, T ]. Ferner gilt für das Totalvariationsmaß |φni| von φni:

max
i≤n
|φni|([0, T ])2 ≤ 4

nHn(T )4
= O

( 1

n

)
.

Aus Satz 9.10 folgt somit, dass
(∑n

i=1 φni[0, t]
)
t∈[0,T ]

in Verteilung im Raum `∞[0, T ] gegen
einen zentrierten Gaußprozess W̃ mit Kovarianzfunktion Γ und gleichmäßig stetigen Pfaden be-
züglich ρ(s, t) :=

√
Γ(s, s) + Γ(t, t)− 2Γ(s, t) konvergiert.

11.3 Aufgaben

Aufgabe 11.1. Man nehme an, dass alle Zensierungszeiten cni bekannt sind. Ein naheliegender
Schätzer für Fn(t) ist dann

F̌n(t) :=
Ĥn(t)

Cn(t)
für t ∈ Tn :=

[
0,max

i≤n
cni

]
.

Berechnen Sie die Kovarianzfunktion dieses Schätzers. Formulieren und beweisen Sie einen Zen-
tralen Grenzwertsatz für (F̌n(t))t∈[0,T ] unter geeigneten Annahmen an die Folgen (Cn)n und
(Fn)n.

Aufgabe 11.2. Unter der Annahme, dass Fn stetig ist, beschreibe man einen Bootstrap-Schätzer
für die Verteilung von

(√
n(Λ̂n − Λn)(t)

)
t∈[0,T ]

.

Hinweis: Man muss sich üeberlegen, wie man Fn und Cn konsistent (auf [0, T ]) schätzen kann.
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V.N. VAPNIK and A.JA. ČERVONENKIS (1971). The uniform convergence of frequencies of
the appearance of events to their probabilities. Theory of Probability and its Applications 16,
264-279.

A.2 Notation

Kapitel 1:

P̂n = n−1
∑n

i=1 δXi mit unabhängigen Zufallsvariablen Xi ∈ X mit Verteilung P

Ŝn(f) := cn
∑n

i=1 f(xni)Yi mit festen Punkten xni ∈ X und unabhängigen, identisch verteilten
Zufallsvariablen Yi

Zn :=
∑n

i=1 φni mit unabhängigen Prozessen φni auf T

‖x‖ = ‖x‖T := supt∈T |x(t)|

Kapitel 3:

F̂n(t) := n−1
∑n

i=1 1{Xi ≤ t}

Ĝn(v) := n−1
∑n

i=1 1{Ui ≤ v} für unabhängige, uniform auf [0, 1] verteilte Zufallsvariablen Ui

Zon :=
∑n

i=1 ξiφni mit einer von (φni)i unabhängigen Rademacherfolge (ξi)i.

Kapitel 6:
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N(ε, T , ρ) := inf
{

#To : To ⊂ T und ρ(t, To) ≤ ε für alle t ∈ T
}

D(ε, T , ρ) := sup
{

#To : To ⊂ T und ρ(s, t) > ε für verschiedene s, t ∈ T
}

ρ̂n(s, t) :=
∑n

i=1 |φni(s)− φni(t)|

ρM (f, g) :=
∫
|f − g| dM

N(ε,F) := max
{
N(εM(F ),F , ρM ) : M ein Maß auf X

}
mit F := supf∈F |f |

Kapitel 7:

ω(x, δ) = ω(x, δ | ρ) := sups,t∈T :ρ(s,t)<δ |x(s)− x(t)|

Cu(T ) = Cu(T | ρ) :=
{
x ∈ RT : limδ↓0 ω(x, δ) = 0

}
.

ρ̂n,2(s, t) :=
(∑n

i=1 |φni(s)− φni(t)|2
)1/2

ρn,2(s, t) :=
(
IE
(
ρ̂n,2(s, t)2

))1/2


